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ПРЕДИСЛОВИЕ 
 

Издание на кафедре физики плазмы МИФИ в серии «Учебная 
книга инженера-физика» учебного пособия с названием «Введение 
в пучковую электронику» имеет свои мотивы, которые и предопре-
делили специфику его содержания.  

Во-первых, пучки частиц являются неотъемлемой частью тех 
физико-технических приложений, с которыми сталкиваются выпу-
скники кафедры физики плазмы МИФИ. Это и нагрев термоядер-
ной плазмы при инжекции в плазму быстрых нейтралов, и создание 
пучков при корпускулярной диагностике плазмы. Электронные 
пучки формируются в устройствах для нагрева плазмы с помощью 
ВЧ и микроволнового излучения таких как клистроны и гиротроны. 
И, во-вторых,  именно с помощью пучков частиц и направленных 
потоков плазмы осуществляется моделирование взаимодействия 
термоядерной плазмы и ее компонент с обращенными к ней эле-
ментами плазменных установок. Проблема выбора материалов для 
установок управляемого термоядерного синтеза в настоящее время 
является одной из центральных при создании реактора управляемо-
го термоядерного синтеза (УТС) с магнитным удержанием плазмы. 
Это предполагает последовательное проектирование и сооружение 
нескольких больших установок: исследовательского реактора 
ИТЭР, совместное сооружение которого мировым сообществом 
недавно началось во Франции; демонстрационного энергетическо-
го реактора ДЕМО, в котором нагрузки на стенки будут значитель-
но больше, чем в ИТЭР; и, наконец, промышленной термоядерной 
электростанции ПТЭ. За  многолетнюю историю изучения особен-
ностей взаимодействия с твердым телом атомных частиц с харак-
терными для термоядерной плазмы энергиями именно установки с 
ионными пучками позволили определить основные закономерно-
сти элементарных процессов, сопровождающих взаимодействие 
плазмы с материалами: отражение частиц [1], их внедрение и по-
следующий выход в камеру установки [2], распыление материалов 
под действием ионов [3], особенности трансформации поверхности 
твердого тела под их влиянием [4], а также других процессов, пол-
ное изучение которых далеко еще от завершения [5 – 7]. Кроме то-
го, пучки заряженных частиц широко используются для анализа 
результатов воздействия плазмы на материалы. Это и резерфордов-
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ское обратное рассеяние частиц мэвных энергий, и метод ядерных 
реакций, и рассеяние ионов средних (килоэлектрон-вольты – десят-
ки килоэлектрон-вольт) и низких (менее одного килоэлектрон-
вольта) энергий. Ионные пучки используются также для элемент-
ного анализа поверхности при ее распылении (вторично-ионная 
масс-спектроскопия), при возбуждении в поверхности характери-
стического излучения и в других методах. А электронные пучки 
используются в разного рода электронных микроскопах (просвечи-
вающих, отражательных), при реализации метода оже-электронной 
спектроскопии и в других методах [8].  

При этом в набор сведений и знаний, которыми должен обла-
дать выпускник МИФИ, специализирующийся в данной области, 
входит понимание особенностей твердого тела, лежащих в основе 
процессов, сопровождающих эмиссию заряженных частиц из твер-
дого тела при генерации пучков, и его зондирование пучками час-
тиц. Обязательными для изучения являются законы, определяющие 
выход заряженных частиц с поверхности твердого тела –
эмиссионные процессы. Кроме того, важно знать особенности ге-
нерации ионов и электронов в газовых разрядах, использующихся в 
плазменных источниках заряженных частиц, и, наконец, особенно-
сти формирования и распространения пучков заряженных частиц и 
быстрых нейтральных атомов.  

Выпущенное много лет назад профессором кафедры физики 
плазмы МИФИ С.К. Димитровым пособие по методам генерации, 
транспортировки и торможения пучков [9] стало библиографиче-
ской редкостью и, к сожалению, не было переиздано в связи с тра-
гической гибелью автора. 

Первая глава данного пособия содержит описание основных 
свойств твердого тела, важных как с точки зрения эмиссии из него 
электронов, так и при изучении взаимодействия с ним основных 
компонент плазмы – электронов, ионов и электромагнитного излу-
чения, а также пучков частиц и излучения, используемых при ана-
лизе. Так как эти процессы неразрывно связаны с основополагаю-
щими свойствами твердых тел, то в первую главу включено крат-
кое описание всех их основных свойств. Приведенные сведения о 
свойствах твердых тел, закономерностях, которым они подчиняют-
ся, и краткий теоретический базис, позволяющий на единой основе 
воспринять особенности процессов, происходящих в твердом теле, 
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с одной стороны, являются введением к последующим главам, а с 
другой стороны, представляют достаточно самосогласованный ма-
териал, который фактически является  ведением в физику твердого 
тела. Поэтому в зависимости от задачи,  стоящей перед студентом, 
тщательное изучение первой главы может быть рекомендовано для 
тех из них, кто решил заниматься взаимодействием плазмы с по-
верхностью и основанными на этом технологиями.  Для остальных 
она может служить дополнительным пособием по курсу физики 
твердого тела. При этом, чтобы не перегружать читателя, некото-
рые разделы, описывающие  особенности поведения твердого тела 
и его специфические свойства, набраны мелким шрифтом. 

Вторую и третью главы  с большим основанием можно отнести 
собственно к введению в пучковую электронику.  Слово «введе-
ние» в данном случае вполне уместно, так как в пособии рассмат-
риваются только самые общие закономерности экстракции и фор-
мирования пуков частиц. Подбор материала и примеров ориенти-
рован на то, чтобы быть возможно более полезным студентам и 
аспирантам кафедры физики плазмы, исходя из сложившихся к на-
стоящему времени научных приоритетов как в лабораториях ка-
федры, так и ее филиалов, за исключением, пожалуй, пучковых 
драйверов для управляемого инерционного синтеза. Данное на-
правление имеет свою специфику, связанную с особенностями 
эмиссии и распространения импульсных мегаамперных потоков 
заряженных частиц или пучков высокой энергии, которыми зани-
маются «ускорительщики». 

Конкретно, вторая глава содержит описание разного рода эмис-
сий заряженных частиц с поверхности твердого тела как основы 
генерации пучков заряженных частиц: термоэлектронную эмиссию, 
полевую (автоэлектронную) эмиссию, вторичную эмиссию элек-
тронов под действием электронов и ионов. Кроме того, во второй 
главе кратко рассмотрены закономерности эмиссии из твердого 
тела заряженных и нейтральных атомов как твердого тела, так и 
испытавших с ним взаимодействие частиц первичного пучка при 
попадании последних на поверхность. Данная глава затрагивает 
вопросы физической электроники, систематическое изложение 
значительной части которых можно также найти в разных учебных 
и справочных пособиях [10,11]. 
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Третья глава посвящена описанию особенностей формирования 
потоков заряженных частиц при их эмиссии из твердого тела или 
других источников. В ней также рассматриваются основы расчета  
и примеры реализации элементов электронной и ионной оптики. В 
этой главе подробно перечислены основные типы газовых разря-
дов, используемых в плазменных источниках ионов, а также сами 
плазменные источники как ионов, так и электронов. При этом рас-
смотрение ограничено в основном стационарными пучками сред-
них энергий, как наиболее часто встречающимися при исследова-
ниях по физике плазмы и УТС с магнитным удержанием плазмы. 
Более подробно физика большей части используемых в плазмен-
ных источниках заряженных частиц газовых разрядов рассмотрена 
в [12], а физика и технология разных ионных источников в [13]. 
Вопросы формирования интенсивных ионных пучков описаны в 
[14]. Физика и техника плазменных ускорителей, как, впрочем, и 
физика смежных вопросов физики плазмы и ее взаимодействия  с 
веществом  с интересным и авторским видением проблем изложена 
в книге А.И. Морозова [15]. Там же можно найти описание физиче-
ских основ не отраженных в данном пособии вопросов плазменной 
оптики, связанных с применением плазменных линз. Мощным им-
пульсным ионным пучкам и особенностям их  взаимодействия с 
веществом посвящены монографии [16 – 17], недавно  вышедший 
учебник [18], а импульсным пучкам электронов – обзорная статья 
[19]. 

Объединение в одном пособии разделов, основанных на доста-
точно разном физическом базисе, создает определенные трудности 
в его освоении, и авторский коллектив будет признателен за все 
критические замечания в свой адрес.  

 
 

В.А. Курнаев 
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Глава 1. ЭЛЕКТРОННЫЕ СВОЙСТВА  
КОНДЕНСИРОВАННЫХ СРЕД 

 
1.1. Электронное строение и структура твердых тел 

 
1.1.1. Об электронной зонной теории твердого тела 

 
Модель Кронига – Пенни 

 
В твердых телах, где соседние ядра находятся на расстояниях 

порядка размеров электронных орбиталей в изолированных атомах, 
существенную роль играет взаимное влияние атомов. Ряд особен-
ностей поведения электронов в кристаллах следует из модели Кро-
нига – Пенни. Рассмотрим волновую функцию электрона в одно-

мерной периодической системе пря-
моугольных потенциальных ям, 
причем энергия  E  электрона  мень-
ше  высоты 0U  потенциального 
барьера (рис. 1.1). Решение имеет 
вид 

 ( ) ( )1 1 1 1 1exp exp ,A ik x B ik xψ = + −   1 2 ,k mE=  

 ( ) ( )2 2 2 2 2exp exp ,A k x B k xψ = + −   ( )2 02 .k m U E= −  (1.1) 

Предполагая, что электрон может двигаться внутри кристалла поч-
ти как свободный с известным импульсом p и учитывая, что его 
волновая функция должна быть модулирована (поскольку модули-
рован потенциальный рельеф), представим решение в виде волны 
Блоха: 

 ( ) ( )expU x ikxψ = , (1.2) 
где k p=  – волновой вектор; U(x) – периодическая функция ко-
ординат с периодом, равным постоянной решетки a b c= +  
(рис. 1.2). Для нахождения коэффициентов (1.1) используют усло-
вия непрерывности U и U x∂ ∂  на границах и периодичность U(x), 
т.е. условия 
 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 10 00 0 ,   ,x xU x U x dU dx dU dx→ →= = = =  

 
Рис. 1.1. Потенциальный барьер
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( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1,   ,x c x bU x c U x b dU dx dU dx= =−= = = − =  

1U  находят из (1.2) по 1ψ = ψ , 2U  – по 2ψ .  
Подставив в (1.2) со-

отношения (1.1), получа-
ют однородную систему 
четырех уравнений отно-
сительно четырех коэф-
фициентов, совместную 
при условии равенства 
нулю ее детерминанта. 
Эти условия после тожде-
ственных преобразований 
имеют вид 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2
2 1 1 2 2 1 2 12 sh sin ch cos

cos ,

k k k k k b k c k b k c

k b c

⎡ ⎤− + =⎣ ⎦
= +  (1.3) 

и, как ранее, связывают задаваемые величины 1 2,  k k и k, т.е. задают 
спектр разрешенных значений энергии E в зависимости от волно-
вого числа k при данных 0U , b и с. Для упрощения анализа выра-
жение (1.3) преобразуем, полагая 0,  b U→ →∞ при сохранении 
величины b 0U , определяющей прозрачность прямоугольного по-
тенциального барьера; тогда 

 ( ) ( ) ( )1 2
2 0 2 2 22 ,  ,  sh ,  ch 1k mU a c k b k b k b= = = =  

и аналог (1.3) принимает вид 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1sin cos cosP k a k a k a ka+ = , (1.4) 

где 2
0mabUP =  – величина, характеризующая непрозрачность 

потенциальных барьеров. 
Из (1.4) можно получить зависимость E = E(k). График, соответ-

ствующий левой части (1.4), представлен на рис. 1.3. Поскольку 
правая часть (1.4) по модулю не превышает единицы, решения су-
ществуют только для таких значений E, при которых функция на 
рис. 1.3 лежит в пределах от –1 до 1. Для k1 = 0 ордината равна 
1 + Р, а когда ( )1 1,  2,  ...k n a n= π = ± ±  ордината равна ±1 незави-
симо от значения Р. Последнее влияет на ширину запрещенных 

 

Рис. 1.2. Потенциал в модели  
Кронига – Пенни 
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интервалов k1, для которых ре-
шения (1.4) не существуют. 
Пределу полностью свободных 
электронов соответствует Р = 0 
(т.е. потенциальные барьеры 
отсутствуют, энергетический 
спектр не содержит запрещен-
ных зон), пределу сильно свя-
занных электронов – P →∞  
(атомы далеки друг от друга, и 
каждый имеет дискретный 
спектр энергии). 

В отличие от дискретных спектров, характерных для потенци-
альных ям конечных размеров, в случае бесконечного периодиче-
ского потенциального рельефа (1.3) или (1.4) определяют непре-
рывный спектр энергии (рис. 1.4), состоящий из разрешенных и 
запрещенных зон (в последних E не соответствует (1.3), и такие 
состояния не реализуются); это соответствует расщеплению каждо-
го из уровней одиночной потенциальной ямы на N уровней (в ре-
зультате взаимного влияния N ям, см. ранее) и стремлению N к бес-
конечности, вследствие чего густо расположенные многочислен-
ные уровни можно считать континуумом. 

 
Рис. 1.4. Зависимость E(k) для электронов в одномерной периодической 
структуре. Штриховая линия – зависимость E(k) для свободного электро-
на. При k = ħ π/a функция E(k) претерпевает разрыв, что означает наличие 
запрещенных зон 

 
Рис. 1.3. К анализу уравнения (1.4)
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Из анализа (1.4) следует также, что кривая E = E(k) имеет разры-
вы при значениях k, кратных aπ ; это условие соответствует цело-
му числу длин волны де Бройля, укладывающихся на длине посто-
янной решетки: ( )2  1,  2,  3,  ...Bn a nλ = = , что совпадает с форму-
лой Вульфа – Брэгга, описывающей брэгговское отражение лучей 
от плоскостей кристаллической решетки; такая волна не может 
распространяться в кристалле из-за отражения. 

Области значений k между точками брэгговского отражения   
называют зонами Бриллюэна. Для рассмотренной одномерной  це-
почки  атомов  первая  зона  Бриллюэна  заключена  в пределах 

a k a−π < < π , вторая в пределах a k aπ < < −π  и 2 a k a− π < < −π  
и т.д. (представление расширенных зон Бриллюэна, рис. 1.5, а). 

Из (1.4) видно, что E является периодической функцией от k с 
периодом aπ2 , т.е. зависимость E(k) неоднозначна, а форма кри-
вых зависимости E(k) для первой зоны Бриллюэна полностью по-
вторяется при сдвиге на an π2  (рис. 1.5, б – представление повто-
ряющихся зон), т.е. первая зона Бриллюэна содержит всю инфор-
мацию о зависимости E = E(k). Это позволяет выразить энергию 
электрона, находящегося в любой зоне Бриллюэна, через значение 
k, лежащее в пределах первой зоны. 

С ростом энергии E электрона ширина разрешенных зон увели-
чивается, а запрещенных уменьшается. Это соответствует более 
сильному расщеплению верхних, наружных, состояний электронов. 

Прежде чем переходить к реальному трехмерному случаю, по-
лезно рассмотреть еще одну гипотетическую двумерную решетку, 
например гексагональную. 

 

 
Рис. 1.5. Различные варианты представления зонной структуры: а – пред-
ставление расширенных зон Бриллюэна, б – повторяющихся, в – приве-
денных (цифры – номера зон) 
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Границы зоны Бриллюэна (в 
представлении расширенных зон), 
соответствующие условию полного 
брэгговского отражения в ( ),  x yk k -
пространстве, показаны на рис. 1.6. 

На рис. 1.7 изображена параболи-
ческая зависимость ( )2 2E k m=  для 
свободных электронов.  

Рассмотрение двумерного анало-
га модели Кронига – Пенни дает 
«сглаживание» резких «складок» на 
поверхностях зависимости E = E(k), приведенной к первой зоне 
Бриллюэна (рис. 1.8), что может приводить, в частности, к появле-
нию запрещенных зон, как и в одномерной модели. Однако воз-
можным становится и такой случай, когда запрещенная зона для 
движения в одном направлении не совпадает с запрещенной зоной 
для движения в другом, в результате в суммарном энергетическом 
спектре запрещенная зона пропадает из-за перекрытия двух разре-
шенных зон. 

 
Рис. 1.7. Параболоид энергии для свободного электрона (E ~ k2) над дву-
мерной гексагонной решеткой в k-пространстве (а); приведение парабо-
лоида к первой зоне Бриллюэна (б). Параболоид и k-плоскость разделены 
на зоны Бриллюэна в соответствии с рис. 1.6 
 

 
Рис. 1.6. Зоны Бриллюэна для 
двумерной гексагонной ре-
шетки 
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Рис. 1.10. Иерархия дисперсионных зависимостей: I – свободные атомы; 
II – сильная связь; III – реальная ситуация; IV – почти свободные электро-
ны; V – свободные электроны 
 

Так как энергетические зоны можно представить как результат 
уширения уровней при сближении атомов (рис. 1.9) и имеется со-
ответствие между дискретными состояниями изолированного ато-
ма и зонами Бриллюэна в твердом теле (рис. 1.10), считают, что 
одна зона происходит от 1s-состояний, одна – от 2s-, три – от 2p-, 
одна – от 3s-, пять – от 3d и т.д. 

 
Рис. 1.8. Диспер-
сионная зависи-
мость для дву-
мерной гексаго-
нальной решетки 

Рис. 1.9. Дискретные уровни изолированного атома и
зоны Бриллюэна в кристалле: а – дисперсионная за-
висимость в приближении расширенных зон; б –
приведенная к первой зоне; в – энергетический 
спектр разрешенных и запрещенных зон; г – ушире-
ние уровней при сближении атомов 
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Приближения сильной связи и почти свободных электронов 
 
Среди методов определения электронной структуры наиболее 

простыми являются методы, основанные на представлении перио-
дического поля кристалла как малого возмущения. Если искажение 
атомных орбиталей при образовании кристалла не очень велико, то 
в реальных расчетах может применяться приближение сильной 
связи, в котором как исходные используются волновые функции 
изолированных атомов, а взаимодействие атомов в кристалле рас-
сматривается как возмущение. В варианте этого приближения при-
меняют в качестве волновых функций линейные комбинации атом-
ных s-, p-, d-орбиталей (метод ЛКАО). 

Противоположным предельным приближением, справедливым 
при большом перекрытии волновых функций, является метод поч-
ти свободных электронов (ПСЭ), где предполагается, что периоди-
ческий потенциал создает малое возмущение соответствующих 
свободным электронам волновых функций, а потому именно они 
принимаются за нулевое приближение. 

 
1.1.2. Движение электронов под действием 

внешних сил в кристалле 
 
На основе дисперсионных зависимостей описаны характеристи-

ки движения электронов в твердом теле: динамические (скорость, 
эффективная масса, импульс) и статические (изоэнергетические 
поверхности, плотность состояний в пространстве энергии), опре-
деляющие транспортные свойства твердых тел. 

Движение электрона в кристаллах, где на его состояние помимо 
внешнего поля существенно влияют взаимодействия с другими 
частицами, отличается от движения свободного электрона. Однако 
для описания поведения электрона в твердом теле уравнение дви-
жения удобно представить так же, как и для свободного электрона, 
т.е. в виде второго закона Ньютона. 

При движении в силовом поле F скорость изменения энергии 
частицы 

 грdE dt =Fv , (1.5) 
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где грv  – скорость частицы, соответствующая групповой скорости 
волнового пакета: 

 гр k=∇ ωv   (1.6) 

( k∇  – набла-вектор в k-пространстве; Eω=  – круговая частота 
колебаний). С учетом (1.5), (1.6) ускорение частицы 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

гр гр

2 2

2

1 1

1 1

k k k

k k i j j i
i l

i j j i
i l

dt d E dt dE dt

E F E k k

F E k k

= ∇ = ∇ = ∇ =

⎛ ⎞
= ∇ ∇ = ∂ ∂ ∂ ∂ =⎜ ⎟

⎝ ⎠

= ∂ ∂ ∂

∑ ∑

∑ ∑

v Fv

F e

e

 

Таким образом, вектор ускорения имеет компоненты 

 
( )( )2 2

j j i
l

a F E k k= ∂ ∂ ∂∑ . (1.7) 

Сравнение (1.7) со вторым законом Ньютона показывает, что тен-
зор с компонентами 

( )2 2
y j im E k k⎡ ⎤⎡ ⎤ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

имеет размерность массы; его называют тензором эффективной 
массы для электрона в периодическом поле (рис. 1.11). В твердых 
телах с сильной анизотропией все компоненты этого тензора от-
личны от нуля. 

Так, в Ge и Si зона проводимости (рис. 1.12) описывается двумя 
значениями масс *

em ⊥  и *
||em : 

( ) ( )2 2 2 * 2 *
||2 x y e x eE k k k m k m⊥⎡ ⎤= + +⎣ ⎦ . 

Это уравнение эллипсоида вращения с большой полуосью, рас-
положенной в Ge вдоль направления [111] и в Si вдоль [100]. Малая 
полуось эллипсоида располагается в произвольном направлении в 
перпендикулярной плоскости, например [001] и [010] в Si и [110] и 
[112] в Ge. 

В ряде случаев (например, для кристаллов с кубической сим-
метрией) обоснованно приближение изотропного твердого тела, 
для которого 0ym =  при i j≠ , а диагональные компоненты ym  
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равны; тогда электрон имеет скаляр-
ную эффективную массу 

( )* 2 2 2
em E k= ∂ ∂  

*( em  учитывает 
влияние сил взаимодействия электро-
на с кристаллической решеткой на ха-
рактер его движения, но не является 
мерой его инерции). Введение понятия 
эффективной массы – прием, который 
позволяет решать задачи о движении 
электрона в твердом теле с помощью 
формул для свободного движения. 

 
Понятие о дырках 

 
Для электронов в кристаллах сила 

F имеет электромагнитную природу. 
Это позволяет при рассмотрении со-
стояний электронов у потолка разре-
шенной зоны *( em < 0) вместо отрица-

тельной *
em  ввести понятие дырки – 

квазичастицы, имеющей положитель-
ный заряд и массу, равную * .em  Удоб-
ство такого подхода состоит в том, что 
в области тепловых скоростей, когда 

* constem = , дырки движутся аналогич-
но свободным частицам, что облегчает 
анализ. 

 
Таблица 1.1 

Относительные массы частиц в Ge и Si 
 

Полупроводник * *
|| em m  * *

em m⊥  * *
1h em m  * *

2h em m * *
3h em m  

Ge 
Si 

1,58 
0,91 

0,08 
0,19 

0,33 
0,49 

0,042 
0,16 

0,077 
0,245 

 

Рис. 1.11. Зависимость от
волнового числа: а – энер-
гии; б – скорости (~ dE/dk);
в – d2E/dk2; г – эффектив-
ной массы электронов
(~ dk2/d2E) 
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Эффективные массы 
электронов и дырок в 
общем случае не совпа-
дают друг с другом; в 
реальных кристаллах 
возможно наличие ряда 
зон с экстремумами при 
близких энергиях (см. 
рис. 1.12), т.е. одно-
временно могут сущест-
вовать «тяжелые» и 
«легкие» электроны и 
дырки. Так, валентная 
зона Ge и Si состоит из 
трех подзон с тремя сор-
тами дырок (табл. 1.1). 

 
Изоэнергетические  

поверхности 
 

Значения импульса (вол-
новых векторов), соответст-
вующие одному значению 
энергии, могут быть найдены 
по зависимостям E = E(k). 
Так, для двумерной модели 
решетки они определяются 
проекцией линии уровня для 
поверхности ( ,  )xE E k k= , 
эта линия представляет собой 
замкнутую кривую в прост-
ранстве импульсов ( ,  ),x yk k  
имеющую симметрию, соот-
ветствующую симметрии 
обратной решетки (т.е. зоны 
Бриллюэна). В трехмерном 
случае состояния с заданным 

 
Рис. 1.12. Зависимость E(k) для трех ва-
лентных зон и нескольких первых зон 
проводимости Ge (а) и Si (б) 

Рис. 1.13. Примеры изоэнергетиче-
ских поверхностей: а – замкнутая; б –
открытая в направлении ky; в – от-
крытая в направлениях kx , ky , kz 
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значением энергии образуют изоэнергетические поверхности в 
пространстве (рис. 1.13). 

Наибольшую роль играют поверхности с энергией, равной энер-
гии Ферми FE  – поверхности Ферми (рис. 1.14, 1.15, электроны с 

FE E=  определяют многие макроскопические свойства кристал-

лов). Для свободной частицы 2( 2 )E k m=  эти сферы 
2 2 2 2 2 const ,x y z Fk k k k E m= + + = =  для частицы в кристалличе-

ской решетке такие сферы искажаются в большей или меньшей 
степени (см. рис. 1.14, в основном за счет того, что границы зон 
Бриллюэна пересекаются изоэнергетическими поверхностями под 
прямыми углами). Сложный вид приобретают изоэнергетические 
поверхности, выходящие за пределы первой зоны Бриллюэна, по-
сле их приведения к первой зоне (рис. 1.16). 

 
Рис. 1.14. Поверхность Ферми  

и границы зоны Бриллюэна для меди 

 

 
Рис. 1.15. Сечение  
поверхности Ферми 

 
Рис. 1.16. Приведение сферы к первой зоне Бриллюэна: а – сфера в пред-
ставлении повторяющихся зон; б – д – приведение к первой зоне от вто-
рой, третьей и четвертой зон Бриллюэна соответственно 
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Так, поверхность Ферми алюминия в представлении расширен-
ных зон близка к сферической. Эта поверхность, однако, захваты-
вает четыре зоны Бриллюэна и после отображения в первую зону 
образует составленную из отдельных изолированных участков 
многосвязную сложную поверхность. 

 
Плотность состояний 

 
В пространстве импульсов (которому соответствует k-прост-

ранство в представлении расширенных зон) число состояний опре-
деляется волновыми свойствами электрона, приводящими к конеч-
ному размеру электрона в k-пространстве: число состояний –
удвоенное число элементарных объемов 3.  Для двумерной систе-
мы 

( ) ( )222 2 2x y x yd h dp dp dk dk⎡ ⎤ζ = = π⎣ ⎦  
 

(фактор 2 учитывает два направления спина). Таким образом, 
плотность состояний равномерно распределена по k-пространству. 
Для нахождения распределения частиц по энергии 

( )dN dE f E d dE= ζ  

при известной функции распределения f (E) необходима плотность 
распределения не по импульсам, а по энергии ( )g E d dE= ζ : 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

3

const

2 2 1 k
E

g E dE d dE dE E k dF E dE dE
=

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ζ = π ∇
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ , 

где k E∇  – градиент в трехмерном k-пространстве; F(E) – площадь 
изоэнергетической поверхности. 

Такое интегрирование проводится для каждой энергетической 
полосы; там, где полосы перекрываются (т.е. одной энергии соот-
ветствуют разные значения k), плотности состояний складываются 
(рис. 1.17). Для энергий из «запрещенных зон», которым не соот-
ветствует ни одно разрешенное состояние, плотность состояний 
обращается в нуль (рис. 1.18). 
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Рис. 1.17. К определению g(E) по дисперсионной зависимости 

 
В пределах каждой зоны Бриллюэна в каждой ветви дисперси-

онной зависимости имеется 2N состояний (где N – число атомов в 
теле), причем очевидна нормировка g: 

2

1

2 .
E

E

gdE N=∫  

 
Рис. 1.18. Дисперсионное соотношение для Si (а) и соответствующая ему 

зависимость плотности состояний от энергии (б) 
 
Если вблизи границы зоны эффективную массу т* считать по-

стоянной (функция E = E(k) близка к параболе), то плотность со-
стояний такая же, как и у свободных частиц, но с массой, рав-
ной т*: 

( )( )3 2 1 23 *4 2 ,kg h m E= π  

где kE  – кинетическая энергия, */ (2 );kE p m=  для электронов у 
дна зоны с эффективной массой  те полная энергия E = E1 +  
+ р/(2те), для дырок вблизи верха зоны проводимости (с массой 
т*) 
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2 *
2 / (2 ) ,E E p m= = −  

т.е. у краев энергетической зоны зависимость g = g(E) имеет пара-
болический вид (см. рис. 1.18). 

Несмотря на сложность дисперсионных зависимостей E = E(k) 
или ( )kω= ω  для реальных твердых тел, по ним можно оценить 
ряд количественных характеристик. Таким образом, из дисперси-
онных зависимостей получают: скорость и эффективную массу 
электрона при заданном значении k; плотность состояний; распре-
деление электронов по энергии. 

 
1.1.3. Электронные свойства реальных твердых тел 

 

Металлы, диэлектрики и полупроводники 
 
Различия в зонной структуре существенно влияют на свойства 

кристаллов, в первую очередь на электропроводность, которая из-
меняется в пределах десятков порядков величины (табл. 1.3.1). 

 
Таблица 1.2 

Удельная электропроводность (См/м) при T = 300 К 
 

Вид твердого тела Значение 
Металл 
Медь 

 
106 

Полупроводники 
Чистый антимонид индия, кремний дли транзисторов 
Чистый германий 

 
102 
10–2 

Диэлектрики 
Чистый сульфид кадмия 
Полиэтилен 
Парафин 

 
10–6 

10–10 

10–14 

 
С точки зрения зонной теории принципиальное отличие неме-

таллов заключается в наличии у первых не целиком заполненных 
зон, т.е. уровень Ферми находится в пределах разрешенной зоны 
(рис. 1.19).  

Среди металлов по типу заполнения зон выделяют два класса 
веществ. В первом из них верхняя занятая электронами зона запол-
нена лишь частично (рис. 1.19, а). Типичными представителями 
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таких веществ являются ще-
лочные металлы, например в 
атоме Nа десять внутренних 
электронов образуют замкну-
тые 1s2-, 2s2-, 2р6-оболочки, в 
твердом теле они соответст-
вуют узким, целиком запол-
ненным зонам (пяти зонам 
Бриллюэна). Расположенный в 
следующей, шестой, зоне ва-
лентный электрон находится в 
3s-состоянии. При объединении 
N атомов Nа в кристалл в 3s-
зоне имеется 2N (2l + 1) = 2N 
состояний (l = 0 – орбитальное 
квантовое число), а присутст-
вует лишь N электронов, что и 
определяет металлические 
свойства натрия. 

К другому классу относят 
вещества, у которых верхняя 
зона, соответствующая цели-
ком заполненным оболочкам в 
атомах, перекрывается со сле-
дующей (свободной в атомах) 
зоной, образуя единую разре-
шенную (рис. 1.20, 1.21). 

Диэлектрики и полупровод-
ники характеризуются тем, что 
при Т = 0 у них каждая зона 
либо заполнена ( fF = 1), либо 
свободна ( fF = 0), т.е. уровень 
Ферми попадает в запрещен-
ную зону (рис. 1.19, б, в; 1.22). Различие между диэлектриками и 
полупроводниками достаточно условно и не имеет принципиаль-
ного   характера.   Полупроводниками   считаются   неметалличе-
ские    твердые    тела,   в   которых   ширина    запрещенной    зоны 
 

 
Рис. 1.19. Плотность состояний и
распределение электронов (за-
штрихованная часть) по энергии:
а  – металл; б – диэлектрик; в – соб-
ственный полупроводник; г – до-
норный полупроводник; д – акцеп-
торный полупроводник; е – распре-
деление Ферми – Дирака 
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Рис. 1.20. Плотность  
состояний у Mg 

 Рис. 1.21. Плотность состояний у Ni 

 
2...2,5gEΔ <  эВ и может быть создана 

высокая концентрация локализованных 
состояний дефектов структуры в запре-
щенной зоне возле какого-либо ее края. 
Неметаллы с 3...10gEΔ <  эВ и уровнями 

дефектов в запрещенной зоне, далекими 
от ее границы, являются диэлектриками. 
 

Распределение электронов  
по энергиям 

 
Концентрация электронов в зоне про-

водимости металла ( 28~ 10en м–3) соизме-
рима с плотностью разрешенных кванто-

вых состояний,  но  все  же  меньше  ее.  Значение  f (E)  меняется 
от единицы до нуля на b FE k T EΔ = <<  ( Bk T =  0,01...0,1=  эВ, 

3...5FE =  эВ), т.е. при 0,91 FE E<   распределение  электронов по 
энергиям соответствует распределению разрешенных состояний, а 
при 1FE E F> − <<  (рис. 1.23). 

 

Рис. 1.22. Плотность  
состояний у Si 
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В собственных полупроводниках 
и диэлектриках при Т = 0 К целиком 
заполнена валентная зона и пол-
ностью свободна зона проводимости, 
что соответствует расположению 
энергии Ферми в запрещенной зоне 
и при Т > 0 К. При этом у границы 
запрещенной зоны в зоне проводи-
мости появляется некоторое количе-
ство электронов, равное в соответст-
вии с распределением Ферми и 
функцией плотности состояний для 
квазисвободных электронов  

( )

( )( )

( )
( ) ( )[ ]{ }

2

2 3 23 *

1 2

4 2

1 exp 1 ,

c

c

E

e F
E

E

e
E

c

F B

n d dEf E dE

h m

E E
E E k T

= ζ =

= π ×

× − ×

× − +

∫

∫

 

(1.8) 

 

где 2E

 

– верхняя граница зоны проводимости. 
Поскольку 2B ck T E E− , верхний предел может быть заме-

нен на ∞ (вклад в интеграл участка от 2E  до ∞  мал). Интеграл 
(1.8) (интеграл Ферми) не выражается через элементарные функ-
ции; чтобы получить простое выражение, пренебрегают единицей в 
знаменателе, т.е. переходят к распределению Максвелла. Интегри-
руя, получают число электронов в зоне проводимости 

 ( ) ( )[ ]exp ,e c c F Bn N E E k T= − −  (1.9) 

где Nc – эффективная плотность состояний в зоне проводимости, 

 ( )3 2* 22 2 .c e BN m k T h= π  (1.10) 

Для валентной зоны число дырок определяют аналогично: 

Рис. 1.23. Температурная за-
висимость уровня Ферми в 
полупроводнике: а – с одним 
типом донорной примеси; б – 
с одним типом акцепторной 
примеси для двух различных 
концентраций (штриховой 
линией показан ход зависи-
мости уровня Ферми в неле-
гированном полупроводнике) 
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( )[ ]( ) ( )( ) ( )

( ) ( )[ ]( )[ ]

( )( ) ( ) ( ) ( )[ ]

1 1

1

3 2 1 23 *

3 2 1 23 *

1 4 2

1 1 exp 1

4 2 exp .

V V

V

E E

h F h V
E E

F B
E

h V F B
E

n d dE f E dE h m E E

E E k T dE

h m E E E E k T dE

= ζ − = π − ×

× − − + ≅

≅ π − − −

∫ ∫

∫

 

Окончательно 

 ( ) ( )[ ]exp ,h V F V Bn N E E k T= − −  (1.11) 

где VN  – эффективная плотность состояний в валентной зоне, 

 ( )3 2* 22 2V h BN m k T h= π . (1.12) 

Вследствие квазинейтральности кристалла e hn n= , откуда с учетом 
(1.9) – (1.12) 

 ( ) ( ) ( )* *2 3 4 ln .F C V B h eE E E k T m m= + +  (1.13) 

При Т = 0 К из (1.13) следует, что уровень Ферми расположен 
посередине запрещенной зоны; с ростом температуры он, как пра-
вило, несколько смещается вверх (так как обычно * *

h em m> ). Под-
становка (1.13) в (1.9) дает число электронов в зоне проводимости 
и дырок в валентной зоне беспримесного полупроводника или ди-
электрика 

( ) ( )1 2 exp 2e h c V g Bn n N N E k T⎡ ⎤= = −Δ⎣ ⎦ . 

При наличии в полупроводнике некоторой концентрации dN  
донорной примеси (см. рис. 1.19, г, примеси со слабосвязанными 
электронами) в запрещенной зоне на малом расстоянии 

d gE EΔ << Δ  от дна зоны проводимости образуется уровень, при 

Т = 0 К заполненный электронами, а уровень Ферми расположен 
посередине между донорным уровнем и дном зоны проводимости 
(рис. 1.23, а). С ростом температуры концентрация свободных 
электронов растет по закону 

 ( ) ( )[ ]1 2 exp 2 .e d c d Bn N N E k T= −Δ  (1.14) 
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При дальнейшем повышении 
температуры до 1TT =  (рис. 1.24) 
происходит полная ионизация до-
норной примеси, и de Nn = . Если 
концентрация примеси значитель-
на, а gd EE Δ<<Δ , то процессы воз-
буждения электронов валентной 
зоны сказываются только при вы-
соких температурах 12 TTT >>> , и 
при 21 TTT <<  число электронов 
постоянно. При 2TT >>  наличие 
примеси сказывается слабо на ,en  
и en  можно вычислять по (1.13). 
При нагреве EF сначала смещается 
ко дну зоны проводимости, а затем 
отходит от него, стремясь к поло-
жению EF для собственного полупроводника (см. рис. 1.23, а). 

В полупроводниках с акцепторной примесью незаполненный 
уровень находится на малом расстоянии a gE EΔ << Δ

 от верха ва-
лентной зоны. Рассмотрение поведения дырок приводит к анало-
гичным результатам: концентрация дырок при невысоких темпера-
турах ( ( )2a BT E k<< Δ ) 

( ) ( )[ ]1 2 exp 2h c a a Bn N N E k T= −Δ , 

при более высоких температурах меняется в соответствии с 
рис. 1.23, б, а поведение уровня Ферми – как в случае с однородной 
примесью (с точностью до симметричного отображения относи-
тельно середины запрещенной зоны). 

 
Квазиуровни Ферми 

 
Понятие уровня Ферми справедливо для электронного газа, на-

ходящегося в тепловом равновесии с кристаллической решеткой. 
Однако энергетический спектр электронов может быть изменен под 
действием внешних возбуждающих факторов (таких, как облуче-

Рис. 1.24. Зависимость концен-
трации электронов в зоне про-
водимости от 1/Т для различ-
ных концентраций донорной 
примеси, Nd1 > Nd2: I – область 
возрастания примесной элек-
тропроводности; II – область 
полной ионизации примеси; 
III – область собственной элек-
тропроводности 
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ние светом, рентгеновское излучение, сильное электрическое поле, 
инжекция носителей заряда через границу кристалла, бомбарди-
ровка заряженными частицами) – концентрация становится выше 

равновесной из-за избыточных носите-
лей заряда, называемых неравновесны-
ми носителями, причем энергия их мо-
жет оказаться много большей средней 
тепловой энергии (рис. 1.25). 

В процессе столкновений с атомами 
решетки неравновесные носители заря-
да за малый промежуток времени 

( 1010~ −τ с) выравнивают свою энергию с энергией равновесных 
носителей заряда и подчиняются статистике, свойственной данно-
му телу. Неравновесными они остаются лишь с точки зрения избы-
точной концентрации. Для нахождения общей концентрации носи-
телей заряда в теле при наличии нетеплового возбуждения можно 
пользоваться формулами (1.9) и (1.10), однако уровень Ферми дол-

жен быть заменен квазиуровнями 
Ферми, значения которых для элек-
тронов и дырок различны. В случае 
избыточной концентрации квазиу-
ровень Ферми для электронов выше 
равновесного уровня Ферми, для 
дырок – ниже (рис. 1.26). Чем выше 
концентрация неравновесных носи-
телей заряда, тем дальше отстоят 
квазиуровни от уровня Ферми. 

Полная концентрация электронов 
и дырок п и р' связана с равновес-
ной концентрацией п и р выраже-
ниями 

 

( ) ( )*exp ,e e Fe F Bn n E E k T′ ⎡ ⎤= −⎣ ⎦  
 

( ) ( )*exp ,h h F Fh Bn n E E k T′ ⎡ ⎤= −⎣ ⎦  

где *
FeE  и *

FhE  – квазиуровни Ферми для электронов и дырок. 

 

Рис. 1.25. Квазиуровни  
Ферми 

 

 
 

Рис. 1.26. Дисперсионное со-
отношение для Al (штрихо-
вой линией показана диспер-
сионная зависимость для газа
свободных электронов) 
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Для неравновесного полупроводника не выполняется закон дей-
ствующих маcc: ( ) ( ) ( )* *expe h e h Fe Fh Bn n n n E E k T⎡ ⎤′ ′ = −⎣ ⎦ . 

 
Электронные свойства простых металлов 

 
Простые металлы (см. табл. 1.2) имеют валентные электроны, 

относительно слабо связанные с атомами, т.е. для этих веществ 
применимо приближение почти свободных электронов (см.  
рис. 1.25). Эффективная масса электронов практически совпадает с 
массой свободного электрона. Поверхность Ферми и другие изо-
энергетические поверхности для них в первом приближении опи-
сываются сферой в k-пространстве с радиусом kF , который опреде-
ляется так, чтобы все имеющиеся валентные электроны помести-
лись внутри сферы. Например, если в единице объема имеется 
N электронов, то ( ) ( )334 3 2 2Fk Nπ π = , откуда 

( )1 323Fk N= π . 

Концентрация электронов определяется концентрацией атомов 
(которую можно найти по плотности кристалла) и числом Z ′  ва-
лентных электронов. Существенно, что Z ′  – целое число и опреде-
лено однозначно для каждого элемента. Скорость электрона 

*
F Fv k m=  (по порядку величины 210Fv −≈ с, 310F sv v≈ ). Кине-

тическая энергия электронов на поверхности Ферми 

( )2 2 *2F FK k m= , а средняя кинетическая энергия электронов 

( ) ( )2 2 2

0 0

2 4 4 3 5 .
Fkk

FK k m k dk k dk K
⎛ ⎞

< >= π π =⎡ ⎤⎜ ⎟⎣ ⎦⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ ∫  

В представлении повторяющихся зон изоэнергетические по-
верхности (в частности, поверхности Ферми) для простых металлов 
весьма близки к сферам, отличия от сферичности возникают лишь 
вблизи границ зон Бриллюэна. 

В зависимости от значения kF поверхность Ферми может зани-
мать положение в первой зоне Бриллюэна или в большей или 
меньшей степени располагаться в других зонах. Так, для Сu по-
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верхность Ферми целиком нахо-
дится в первой зоне Бриллюэна и 
возмущения сферичности имеют-
ся лишь там, где эта поверхность 
подходит к границам зоны: там 
образуются «перешейки», так что 
сферы Ферми соединены 
(рис. 1.27). Для А1 kF больше ра-
диальных размеров первой зоны 
Бриллюэна, и близкая к сфериче-
ской поверхность Ферми распола-
гается во 2, 3 и 4-й зонах Бриллю-
эна (рис. 1.28). В представлении 
повторяющихся зон такие по-
верхности приближенно пред-
ставляли бы собой взаимно пере-
секшиеся сферы, получающиеся 
при увеличении размеров сфер с 
сохранением межцентровых рас-
стояний. Если перевести такую 
поверхность в первую зону Брил-
люэна (представление приведен-
ных зон), то получается весьма 
сложная многосвязная поверх-
ность – «монстр» (рис. 1.29). 

Энергия связи простых метал-
лов и полупроводников IV группы 
представлена табл. 1.3. 

 

 
Рис. 1.29. Поверхность Ферми («монстр») для Al: границы первой зоны 
Бриллюэна (а) и приведение 2-й (б), 3-й (в) и 4-й (г) зон Бриллюэна 

 
 

Рис. 1.27. Поверхность Ферми
для Cu в представлении повто-
ряющихся зон 
 

 
 

Рис. 1.28. Сечение поверхности 
Ферми для Al (штриховыми 
линиями показаны сечения гра-
ниц зон Бриллюэна). Поверх-
ность Ферми близка с сфериче-
ской и располагается во 2, 3 и
4-й зонах Бриллюэна  
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Таблица 1.3 
Энергия связи Es (эВ) простых металлов  
(а также полупроводников IV группы) 

 

2 (z' = 2) 3 (z' = 3) 4 (z' = 4) 5 (z'=5) 9 (z'= 1) 10 (z' = 2) 
    Li  
    1,63  

Be B C  Na  
3,32 5,77 7,37  1,11  
Mg Al Si  K Ca 
1,59 3,39 4,63  0,934 1,84 
Zn Ga Ge As Rb Sr 

1,35 2,81 3,85 2,96 0,852 1,72 
Cd In Sn Sb Cs Ba 

1,16 2,52 3,14 2,75 0,804 1,90 
Ng Ti Pb Bi   

0,67 1,88 2,03 2,18   
 

Электронное строение переходных металлов 
 
Общая отличительная черта переходных металлов – значитель-

ное влияние внутренних d- или f-оболочек на электронные свойст-
ва. 

В d-переходных металлах имеется пять узких зон, соответст-
вующих d-состояниям, которые пересекают зоны почти свободных 
s-электронов, d-состояния удобно рассматривать как линии ато-
марных d-уровней на фоне сплошного спектра газа свободных ва-
лентных 5-электронов, тем более что волновые функции d-со-
стояний кристалла оказываются близки к волновым функциям      
d-состояний атомов. 

Большое число d-зон приводит к существенному изменению 
плотности состояний вблизи EF (рис. 1.30), что важно для целого 
ряда физических свойств. Плотности состояний на уровне Ферми 
изображены на рис. 1.31.  

Приближенно плотность состояний переходных металлов пред-
ставляют в виде суммы двух вкладов (модель Фриделя, см. 
рис. 1.30). Первый – это плотность состояний d-типа, расположен-
ная вблизи энергии dE  в пределах области с шириной dW : 

( ) 10d dg E W=  при ( ) ( )2 2d d d dE W E E W− < < + . Кроме того, 
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имеется плотность состояний почти свободных 5-электронов: 

( ) ( )[ ]( )3 2* 2 2 1 2
02 3 2 .s sg E m r E= π  Эффективная масса *

sm  равна 

( )3 3
01 5 dm r r⎡ ⎤+ π⎣ ⎦ . Параметры модели Фриделя приведены в 

табл. 1.4. 
 

 
Рис. 1.30. Плотность состояний переходного металла (а) 

и модель Фриделя (б) 
 

 
Рис. 1.31. Плотность состояний на уровне Ферми. 

По оси абсцисс отложено число валентных электронов на атом 
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Таблица 1.4 
Параметры модели Фриделя для переходных металлов:  

ширина d-зоны Wd , ее средняя энергия Ed (эВ),  

число s-электронов на один атом 
0

E

s sN g dE= ∫  

Пара-
метры Sc Ti V Cr Mn Fe Co Ni Cu 

Wd 5,13 6,08 6,77 6,56 5,60 4,82 4,35 3,78 2,80 
Ed 7,05 7,76 8,13 8,01 7,91 7,64 7,36 6,91 5,90 

sN  0,46 0,58 0,69 0,76 0,82 0,84 0,84 0,81 1,00 

Пара-
метры Y Zr Nb Mo Tc Ru Rh Pb Ag 

Wd 6,59 8,37 9,72 9,98 9,42 8,44 6,89 5,40 3,63 

Ed 6,75 7,17 7,29 7,12 6,67 6,02 5,08 4,52 2,49 

sN  0,39 0,47 0,57 0,67 0,72 0,73 0,66 0,59 1,00 

Пара-
метры Lu Hf Ta W Re Os Ir Pt Au 

Wd 7,81 9,56 11,12 11,44 11,02 10,31 8,71 7,00 5,28 

Ed 8,44 9,12 9,50 9,45 8,99 8,38 7,35 6,51 5,18 

sN  0,54 0,67 0,82 0,96 1,04 1,09 1,02 0,94 1,00 

 
Электронное строение ковалентных кристаллов 

 
При описании строения ковалентных кристаллов применимы 

приближение сильной связи и метод ЛКАО. В этом случае проис-
ходит удаление формы изоэнергетических поверхностей от сфери-
ческой и приближение ее к границам зон Бриллюэна (см. рис. 1.28 
и 1.32). Поверхность Ферми заменяется участками плоскостей 
брэгговского отражения, в пределе граница свободных и занятых 
состояний совпадает с границами зон Бриллюэна, так что при 
Т = 0 К одни зоны целиком заполнены электронами, а другие – сво-
бодны, т.е. такие кристаллы ведут себя как диэлектрики или полу-
проводники. 
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Для ковалентных кристаллов со 
структурой алмаза с увеличением 
атомного номера растет расстояние 
между атомами и повышается степень 
металличности – уменьшается шири-
на запрещенной зоны 2~gE a−Δ . 
Зонная структура при этом ка-
чественно не меняется (рис. 1.33). 
Кристаллы с ионной составляющей 
связи, изоэлектронные с Si, имеют 
качественно подобные со спектром Si 
электронные спектры, которые регу-
лярным образом меняются при изме-
нении степени ионности и степени 
металличности. В частности, gEΔ  
приближенно описывается соотноше-
нием 

( ) ( )
1 22 2

2 31,2 1 .g mE V VΔ = + −α  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
Рис. 1.33. Дисперси-
онные соотношения 
C (а), Si (б), Ge (в), 
Sn (г) 
 

 

Рис. 1.32. Сечение поверх-
ности Ферми при увеличен-
ном псевдопотенциале (ср. с
рис. 1.28). Граница занятого 
электронами объема в k-
пространстве частично про-
ходит по плоскостям границ
зон Бриллюэна 
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Ковалентные связи могут образовывать также плоские структу-
ры, такие, как в графите, где sp-гибридизованные орбитали связы-
вают атомы углерода в плоскую решетку с расстоянием между 
атомами всего 0,142 нм. Четвертые валентные p-электроны обра-
зуют относительно слабые (расстояние 0,34 нм) связи между плос-
костями. Это объясняет, с одной стороны, тугоплавкость графита, а 
с другой – малую сопротивляемость сдвигу плоскостей. Электрон-
ные состояния, связывающие плоскости между собой, заполнены 
только наполовину, поэтому графит имеет проводимость металли-
ческого типа и является полуметаллом (проводимость его невели-
ка, так как число состояний у EF относительно мало). 

Для полупроводников с малой степенью металличности и ион-
ности (Si, SiC, ВР, GaP и др.) минимум зоны проводимости нахо-
дится в одной точке зоны Бриллюэна (точке X), а максимум ва-
лентной зоны – в другой (в точке Г) (непрямозонные полупроводни-
ки). 

 
Электронное строение кристаллов с замкнутыми электронными 

оболочками (ионных и молекулярных кристаллов) 
 
К кристаллам с замкнутыми электронными оболочками относятся, во-

первых, кристаллы инертных газов и, во-вторых, ионные кристаллы, в ко-
торых замкнутые оболочки образуются в результате перехода электронов 
от катионов к анионам. 

Энергетические зоны кристаллов инертных газов хорошо описываются 
в терминах приближения сильной связи, т.е. они представляют собой не-
сколько уширенные атомные уровни, а gEΔ  близка к энергии ионизации 

атомов; gEΔ  пропорциональна a–2. Атомным возбужденным состояниям 

соответствуют сильно связанные экситонные состояния (экситоны Френ-
келя, подробнее см. разд. 1.2.2). Эти же особенности отличают и другие 
молекулярные кристаллы, связанные силами Ван-дер-Ваальса. 

Замкнутые оболочки «прочные»; они препятствуют сближению ядер и 
поэтому определяют межъядерные расстояния в ионных кристаллах в 
первом приближении как просто сумму ионных радиусов аниона и катиона. 
В ионных кристаллах кулоновское взаимодействие много больше ван-дер-
ваальсова взаимодействия в молекулярных кристаллах, и межатомное 
расстояние в них оказывается несколько меньше. Поэтому возникают за-
метное перекрытие волновых функций и уширение атомарных уровней в 
более широкие зоны. 

Определяющая электронную проводимость кристалла gEΔ  может быть 

определена по приближенной зависимости 
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( )22 maE gg η=Δ , 

где а – расстояние между ионами; gη  – полуэмпирический коэффициент, 

9,1gη =  для одновалентных соединений (заряд иона Z = 1), 5,3 для Z ′ = 2 

и 1,6 для Z ′ = 3. Для соединений одно- и двухвалентных ионов (CaF2 , Nа2S 
и т.п.) gη = 2,8. Электроны аниона испытывают притяжение катиона, по-

этому заряд отрицательного иона уменьшается относительно ,Z ′  что на-
зывают расплыванием заряда, или уменьшением жесткости иона. Так, для 
одновалентных ионов щелочно-галоидных соединений *Z = 0,51 (это зна-
чение используют для приближенной оценки электростатического поля и 
его градиента в кристалле). 

 
Электронная структура аморфных тел 

 
Отсутствие трансляционной симметрии изменяет подходы к описанию 

электронной структуры аморфных тел. Рассеяние носителей заряда в не-
периодическом поле столь велико, что (квази) импульс k  не сохраняется 
даже приближенно, и потому не имеют смысла дисперсионные соотноше-
ния E = E ( ),k  неприменимы также понятия зоны Бриллюэна и поверхности 
Ферми (но остаются понятия плотности состояний d dEζ  и распределе-
ния Ферми для электронов). 

Важную роль играет понятие пространственной локализации электрон-
ных состояний. Для его количественного определения (в модели Андерсо-
на) рассматривается трехмерная решетка с правильно расположенными 
потенциальными ямами – «атомами», каждый из которых имеет один (ос-
новной) уровень энергии iE  (если эти уровни одинаковы, то получается 
трехмерный аналог модели Кронига – Пенни, т.е. энергетические состоя-
ния расщепляются в полосу шириной EΔ ). Чтобы рассмотреть влияние 
аморфизации, уровни энергии следует считать различными, статистически 
распределенными по диапазону UΔ  (рис. 1.34).  Если данное электронное 
 

 
Рис. 1.34. Потенциальный рельеф (а) и плотность состояний  

(б) в модели Андерсона (заштрихованы локализованные состояния) 
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состояние локализовано, то область движения электрона ( )E E t= →∞  
ограничена, и при больших временах t t∞→  имеется ненулевая вероят-
ность возвращения электрона в потенциальную яму, в которой он находил-
ся в момент t = 0 (это реализуется при 5U EΔ Δ > ). Если состояние дело-
кализовано, то эта вероятность стремится к нулю. 

Единичные дефекты в правильном кристалле создают дискретные при-
месные уровни, и при увеличении их концентрации расстояния между ними 
в решетке становятся достаточно малыми, чтобы происходило их взаимо-
действие, приводящее к расщеплению уровней (как у атомов в молекуле). 
С дальнейшим ростом концентрации дефектов вместо уровней образуются 
полосы. В случае примесей замещения типа доноров или акцепторов либо 
относительно небольших искажений структуры кристаллической решетки 
первыми локализуются состояния с малой кинетической энергией – у краев 
разрешенных зон, и полосы локализованных состояний простираются в 
запрещенную зону (рис. 1.35). При наличии примесей с глубокими уровня-
ми, а также с грубым нарушением структуры (например, примеси внедре-
ния и оборванные связи вследствие воздействия потоков частиц высоких 
энергий) полосы локализованных состояний образуются с расплыванием 
соответствующих дискретных уровней (рис. 1.36). 

Плотность состояний g в пределах области, соответствовавшей в кри-
сталле запрещенной зоне, может обращаться в нуль либо быть конечной. 
Энергетическим спектром с 0=g  обладают прозрачные (см. рис. 1.35) 
некристаллические вещества. В случае 0g ≠  весь энергетический интер-
вал i cE E E< <  заполнен, но эта область принципиально отличается от 
разрешенных зон. 
 

 
 

Рис. 1.35. Расплывание зон локализованных состояний 
с ростом концентрации дефектов (а – г) 
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Рис. 1.36. Образование полосы локализованных состояний  
с ростом концентрации дефектов (а – в) 

 
Так, электроны, локализованные здесь на дискретных уровнях, могут 

участвовать в переносе заряда только путем перескоков. При Т → 0 К ве-
роятность последних стремится к нулю, так что их вклад в электропровод-
ность полностью исчезает, т.е. область v cE E E< <   можно называть за-
прещенной зоной. Термины «зона проводимости» и «валентная зона» так-
же используются в физике некристаллических веществ. При этом их отно-
сят к областям энергий, занятым нелокализованными состояниями для 
электронов и дырок, которые можно считать квазисвободными, как и в пра-
вильных кристаллах. 

 
1.2. Колебания в твердом теле и квазичастицы 

 
1.2.1. Простейшие модели тепловых колебаний 

 
Рассмотрены колебания атомов в решетке, выведены дисперси-

онные зависимости; как и для электронов в твердом теле, по ним 
определяют значения скоростей звука, плотности состояний, сте-
пень анизотропии распространения колебаний и др. Проанализиро-
ваны характерные дисперсионные зависимости реальных твердых 
тел. 

 
Тепловые колебания атомов решетки 

 
В результате теплового движения частиц происходят небольшие 

(порядка 10–2
 а) смещения атомов из положения равновесия, что 



38 

является нарушением периодич-
ности решетки. В положении 
равновесия энергия атома мини-
мальна (рис. 1.37), и смещенный 
атом стремится возвратиться в 
это положение, что служит при-
чиной колебательных процессов. 
Атом условно можно предста-
вить связанным упругими силами 
со всеми ближайшими атомами 
решетки (дальние взаимодейст-
вия в начальном приближении 
можно не учитывать). Послед-
ние, в свою очередь, совершают 
колебательные движения, и по-

лучается сложная картина из N колеблющихся атомов, каждый из 
которых имеет три колебательные степени свободы (3N). Колеба-
тельные процессы в кристалле могут быть также представлены в 
виде движения N волн (фурье-компонента разложения) с разными 
частотами (нормальных колебаний), в каждом из которых участву-
ют все атомы решетки: движение каждого атома в таком представ-
лении определяется суперпозицией всех 3N нормальных колебаний 
в точке равновесия этого атома. 

 
Колебания цепочки одинаковых атомов 

 
Основные представления о колебательных процессах в кристал-

лах можно получить, рассмотрев простую (классическую) модель – 
одномерную цепочку шаров, связанных упругими силами («пру-
жинами»), рис. 1.38, где сила jF , действующая на каждый шар j , 
линейно (по закону Гука) зависит от расстояния до ближайших со-
седей 1−j  и 1+j  

 ( ) ( ) ( )1 1 1 1 2j x j j x j j x j j jF C C C+ − + −= Δ −Δ − Δ −Δ = Δ +Δ − Δ ,   (1.15) 

где 0j j jx xΔ = −  – смещение j -го шара относительно положения 
равновесия 0jx ; xC  – коэффициент упругости. Возможность тако-

 
 

Рис. 1.37. Потенциальная энергия 
взаимодействия атомов (сплош-
ная линия) и параболическая ап-
проксимация (штриховая линия)
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го представления связана, во-первых, с тем, что при характерных 
малых смещениях сила, действующая на атомы, пропорциональна 
смещению (т.е. 2 2 constE x∂ ∂ = , см. рис. 1.37), а во-вторых, с тем, 
что ядра, в которых сосредоточена масса атомов, на характерных 
расстояниях могут рассматриваться как классические частицы. Со-
гласно второму закону Ньютона, возвращающая сила, действую-
щая на j -й атом, 

 
2 2 2 2 .j j jF md x dt md dt= = Δ

 (1.16) 
 

 
 

Рис. 1.38. Линейная одноатомная решетка: а – атомы находятся в положе-
нии равновесия; б – атомы смещены вследствие прохождения продольной 
волны 

 
Представляя решение в виде плоской волны  

 ( )exp ,j jA i qx tΔ = −ω⎡ ⎤⎣ ⎦  (1.17) 

(где q – волновое число; ω  – частота колебаний) и подставляя 
(1.17) в (1.15) и (1.16), получают связывающее q и ω  дисперсион-
ное уравнение, которое описывает спектр и характеристики коле-
баний, в виде 

 ( ) ( )2 24 sin 2xC m qaω = , (1.18) 
где ,0 1,0j ja x x −= −  – период решетки дисперсионной кривой 
(рис. 1.39); область малых q соответствует большим длинам волн, 
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для них групповая скорость распространения колебаний – скорость 
звука составляет 

 
( ) ( )

( )

1 2
0

1 2
max

4 sin 2

2

x

x

v q x C m qa q

C m a a

⎡ ⎤= ∂ω ∂ = ∂ ∂ =⎣ ⎦

= =ω
 (1.19) 

и не зависит от длины волны. Это линейное низкочастотное при-
ближение справедливо для частот примерно до 1012 Гц, что пере-
крывает акустический и ультразвуковой диапазоны частот. 
 

 
 

Рис. 1.39. Дисперсионное соотношение для модели линейной  
одноатомной цепочки 

 
При q a= +π , или при длине полуволны 2 aλ = , когда сосед-

ние атомы движутся в противофазе, групповая скорость 0v , по 
(1.19), равна нулю, т.е. волны являются стоячими. Отметим, что 
для них выполняется условие брэгговского отражения. Диапазон q 
от ( )a− π  до aπ , который в случае колебаний одномерной цепоч-
ки содержит весь спектр колебаний (колебания с ( )2aλ  не имеют 
смысла), соответствует первой зоне Бриллюэна. При maxω>ω =  

( )1 22 xC m=  колебания в одномерном кристалле распространяться 
не могут (точнее, распространяются с сильным затуханием), т.е. 
частотный спектр имеет разрешенную и запрещенную зоны. Выше 
для простоты рассматривались продольные колебания, т.е. смеще-
ния были параллельны цепочке; по цепочке могут распространять-
ся также поперечные колебания со смещением, перпендикулярным 
цепочке, для которых можно повторить все выкладки и получить 
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аналогичные результаты с той лишь разницей, что другими, не 
равными xC , будут значения коэффициентов yC  и zC , соответст-
вующих смещениям в y - и z -направлениях. В результате на дис-
персионной зависимости ( )qω = ω  появятся еще две ветви (кото-
рые в случае y zC C=  вырождены, т.е. совпадают). 

 
Длинноволновые акустические колебания 

 
При акустических колебаниях все атомы базиса движутся в од-

ном направлении, а в длинноволновом пределе 0q →  амплитуда 
колебаний слабо меняется от одной элементарной ячейки к другой, 
т.е. для описания колебаний применимо приближение сплошной 
среды в терминах теории упругости. 

В этом случае уравнения относительно смещения отдельных 
частиц (при многоатомном базисе – центров тяжести элементарных 
ячеек с суммарной массой M)  

( )2 2    1,  2,  3,...n i
ni ni n i

n i
Md x dt x i, i′ ′

′ ′
′ ′

′= − Φ =∑  

заменяют уравнениями сплошной среды относительно непрерыв-
ного (не дискретного) поля смещения: 

 
( )2 2 2 ,i ii kl i k l

i kl
d x dt C x r r′ ′

′
ρ = ∂ ∂ ∂∑

 
(1.20) 

где ρ  – плотность среды, а ii klC ′  – тензор упругости (здесь индек-
сами i, k, l обозначены направления ортов; п – номер элементарной 
ячейки; штрихом обозначены параметры соседних с рассматривае-
мым атомов; n i

ni
′ ′Φ  – константа силы, учитывающая воздействие на 

атом n , смещенный в направлении i, со стороны атома n′ , сме-
щенного в направлении ).i′  Определить направление силы, дейст-
вующей на смещенный атом, не всегда легко, в частности в случае 
изотропной среды уравнение (1.20) дает   дисперсионные соотно-
шения вида ( )2 2

12 442 ,L C C qρω = +  2 2
44T C qρω = , т.е. скорости звука 

для продольной L и поперечных T волн постоянны и равны 

11Lv C= ρ , 44Lv C= ρ . 
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Колебания кристалла разнородных атомов 
 
Аналогично случаю одноатомных кристаллов рассмотрим одномерную 

модель – модель шаров, соединенных пружинами, но в данном случае че-
редуются шары с атомами массой m и M (m < M) (рис. 1.40). Записывая 
закон Гука и второй закон Ньютона: 

 

( )
( )

2 2 2
2 2 2 1 2 1 2

2 2 2
2 1 2 1 2 2 2 2 1

2 ,

2 ,

j j j j j

j j j j j

m md dt C

M Md dt C

+ −

+ + + +

− ω Δ = Δ = Δ + Δ − Δ

− ω Δ = Δ = Δ + Δ − Δ
 

(1.21) 

представляя колебания в виде гармонических волн (с различными ампли-
тудами А и B): 

( )[ ]2 exp 2 ,j A i qja tΔ = −ω
 

 

( )[ ]{ }taqjiBj ω−+=Δ + 12exp12  

и подставляя (1.20) в (1.21), получают 

( ) ( ) ( ) ( )2 22 2 cos ,   2 2 cos .A C m CB qa B C M CA qa− ω = − ω =   (1.22) 

 

 
 

Рис. 1.40. Линейная двухатомная цепочка 

 
Исключив А и В из (1.22), получают связь между q и ω  (дисперсное со-

отношение) в виде ( )( ) ( )2 2 2 22 2 4 cosC m C M C qa− ω − ω = , откуда 

( ) ( ) ( ) ( )
1 222 21 1 1 1 4sin .C m M C m M qa mM⎡ ⎤ω = + + + −⎣ ⎦    (1.23) 

Спектр частот является двузначной функцией q (рис. 1.41) и разделен 
на разрешенные и запрещенные зоны. Нижняя ветвь – акустическая – 
качественно подобна спектру одноатомных кристаллов (см. рис. 1.41), она 
получается при знаке «–» в (1.23) и связана с тепловыми колебаниями. Из 
(1.23) следует, что максимальная частота таких колебаний ( )1 2

1 2C Mω =  
явно не зависит от m, т.е. (рассмотрев отношение амплитуд колебаний В/А) 
из (1.22) можно получить 

 ( ) ( )[ ] ( ) ( )2 22 2 cos 2 cos 2B A C m C qa C qa C M= − ω = − ω   (1.24)  
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и при ( )2    q a B A→π →∞  – при колебаниях легкие атомы неподвижны. 
В длинноволновом пределе 0q → , частота m также мала и 1B A ≅ , т.е. 
атомы колеблются в фазе, одновременно смещаясь в одном направлении. 
Верхняя ветвь соответствует знаку «+» и называется оптической, по-
скольку в кристаллах, в которых атомы различных сортов имеют противо-
положный заряд, такие колебания можно возбудить светом определенной 

частоты (при любых q величина B A  
отрицательна, т.е. соседние атомы ко-
леблются в противоположных направ-
лениях, а именно такое движение воз-
буждается поперечной электростатиче-
ской составляющей электромагнитной 
волны). Для оптических мод с больши-
ми длинами волн 0q →  угловая часто-
та 

( )[ ]1 2
min 2 1 1 ,C m Mω = +  

фазовая скорость стремится к беско-
нечности, групповая – к нулю, а в со-
гласии с (1.24) / / ,B A m M= −  т.е. та-
кие моды соответствуют одновремен-
ным колебаниям атомов массой m и M 
в противофазе при неподвижном цен-
тре масс пары атомов. 

При оптических колебаниях с мак-
симально возможным волновым чис-
лом ( )2q a= ±π ,  когда λ  минималь-
на, а m убывает и стремится к пределу 

( )1 2
2 2 ,C Mω= ω =  величина B A  

стремится к нулю, т.е. тяжелые атомы 
неподвижны. Групповая скорость 
d dqω  также стремится к нулю, т.е. 
волны являются стоячими и испыты-
вают брэгговское отражение. 

Различия между смещениями ато-
мов в акустических и оптических коле-
баниях становятся яснее, если изобра-
зить поперечные смещения (рис. 1.42). 
Переход от двух- к одноатомному ба-
зису при m M→  иллюстрируется 
рис. 1.43. 

Для реальных решеток наиболее 
простой является подобная рассмот-

 
Рис. 1.41. Дисперсионные кривые 
для продольной волны, распро-
страняющейся в линейной двух-
атомной решетке 

 
Рис. 1.42. Смещение атомов при
распространении поперечной вол-
ны вдоль двухатомной линейной
цепочки 
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ренным ранее модель, в 
которой ионы представ-
ляются материальными 
точками, связанными «пру-
жинами» (рис.1.44). 

Получающиеся на ее 
основе дисперсионные 
зависимости, точнее неко-
торые сечения соответст-
вующих этим зависимо-
стям поверхностей, пока-
заны на рис. 1.45 (для их 
получения следует анало-
гично записать уравнения 
закона Гука для каждой 
связи и второго закона 
Ньютона для каждого ато-
ма и искать решение в 
виде волны). 

 
 

 
 

 

 
Рис. 1.44. Неодномерная модель 

колебаний кристалла 
 Рис. 1.45. Дисперсионные зависимости 

для случая, приведенного на рис. 1.44 
 

Анализ трехмерных моделей приводит к качественно подобным резуль-
татам, которые могут совпадать с экспериментом; примеры дисперсионных 
зависимостей ( )gω  для реальных веществ представлены на рис. 1.46. 
Причины различий заключаются в следующем: 

модель с пружинами вместо связей, строго говоря, верна только для 
центральных сил межатомного взаимодействия и неверна, например, для 
ковалентных кристаллов; 

некоторую роль может играть поляризация ионов, появляющаяся при 
деформации электронной оболочки иона; силы связи действуют не только 
между ближайшими соседями, в принципе, надо учитывать взаимодейст-
вие с достаточно удаленными атомами, например в ковалентных кристал-
лах смещение только одного атома в решетке приводит к повороту сосед-
них электронных оболочек с почти неизменными углами между связями 

Рис. 1.43. Дисперсионная зависимость для мо-
ноатомной линейной цепочки, приведенная к
первой зоне Бриллюэна для случаев: а – период
решетки равен а (элементарная ячейка состоит
из одного атома); б – период решетки равен 2а 
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(изгибу связей), так что и без изменения положения далеких атомов на них 
действуют силы (рис. 1.47). 

 

 
Рис. 1.46. Дисперсионные зависимости ω(k):  
а – для алмаза; б – для свинца; в – для меди 

 

 
Рис. 1.47. Искажения ковалентной решетки при смещении  

атома А (атом В повернут) 
 
 

1.2.2. Квазичастицы в твердом теле 
 
Анализ электронных свойств твердых тел и тепловых колебаний 

атомов решетки приводит к понятию о квазичастицах – квазисво-
бодных электронах, дырках и фононах; ниже такой подход распро-
странен на ряд других коллективных взаимодействий при введении 
ряда квазичастиц (плазмоны, поляроны, поляритоны, магноны и 
др.), что позволяет представить квантово-механические процессы 
передачи различных возбуждений в твердых телах в терминах 
инерциального  движения  и парных  или трехчастичных  соударе-
ний. 
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Концепция квазичастиц 
 
Система многих частиц, частным случаем которой является кри-

сталлическая решетка, подвергается непрерывному возмущающему 
действию внешних сил, являющихся проявлением взаимодействия 
решетки с окружающей средой. Слабовозбужденное состояние 
кристалла может быть разложено на элементарные возбуждения, 
распространяющиеся вдоль решетки, причем свойства их подобны 
свойствам частиц, т.е. им можно приписать энергию и импульс, а 
изменение возбужденного состояния кристалла описывают как ре-
зультат столкновения квазичастиц и изменения при этом их пара-
метров (энергии, импульса, спинового момента). 
Введение каждой квазичастицы (табл. 1.5) приводит к исключе-

нию из рассмотрения какого-либо механизма коллективного взаи-
модействия; так, введение квазисвободных электронов исключает 
взаимодействие между электронами и периодическим потенциа-
лом, введение фононов – между колебаниями соседних атомов. 
При этом характеристики исключенного взаимодействия учитыва-
ются в свойствах квазичастиц (в дисперсионных зависимостях 
E = E(k)). Термин «квазичастица» подчеркивает отличие ее от 
обычных частиц, так как квазичастицы – результат взаимодействия 
большого числа реальных частиц, и в отсутствие этого взаимодей-
ствия они либо не существуют (фононы, магноны), либо превра-
щаются в обычные частицы (например, электроны). У квазичастиц 
твердого тела импульс может быть определен с точностью до вели-
чины, пропорциональной вектору обратной решетки, поэтому для 
описания их поведения пользуются понятием квазиимпульса. 

 
Фононы и их свойства. Равновесный спектр 

 
Понятие о фононах – квазичастицах, описывающих распростра-

нение колебаний решетки, – позволяет представить сложные нели-
нейные взаимодействия различных мод колебаний решетки в тер-
минах инерциального движения и парных столкновений фононов. 

Рассмотрим статистические свойства фононного газа (плотность 
состояний, функция распределения), введем понятие температуры 
Дебая, что необходимо для описания тепловых, транспортных и 
оптических свойств твердых тел. 
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Таблица 1.5 
Основные квазичастицы твердого тела 

 

Квазичастица 
Соответст-
вующая эле-
ментарная 
частица

Учитываемое взаимо-
действие 

Функция 
распределе-
ния 

Квазисвободный 
электрон, дырка 

Электрон Кулоновское взаимо-
действие электрона с 
ионами решетки 

Ферми – 
Дирака 

 
Фонон 

 Взаимодействие тепло-
вых колебаний соседних 
атомов решетки 

Бозе –  
Энштейна 

Экранированный 
квазисвободный 
электрон 

Электрон Кулоновское взаимо-
действие электрона с 
электронами 

Ферми-
Диракам 

 
Плазмон 

– Взаимодействие колеба-
ний электронов твердого 
тела 

Бозе –  
Энштейна 

 
Полярон 

 
Электрон 

Кулоновское притяже-
ние электроном положи-
тельных ионов и оттал-
кивание отрицательных 
при движении по ион-
ному кристаллу 

Бозе –  
Энштейна 

Экситон – Кулоновское притяже-
ние электронов и дырок 

Бозе –  
Энштейна 

 
Поляритон 

 
Фонон 

Взаимодействие пере-
менного электрического 
поля с ионами при дви-
жении по ионному кри-
сталлу 

Бозе –  
Энштейна 

 
Магнон 

 
– 

Взаимодействие ориен-
таций магнитных мо-
ментов соседних атомов 

Бозе –  
Энштейна 

 
Куперовская 
пара 

Два электрона Притяжение двух элек-
тронов за счет обмена 
виртуальными фонона-
ми 

Бозе –  
Энштейна 
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Фононы 
 
Как уже указывалось, в кристалле возможны коллективные воз-

буждения совокупности атомов, представляющие собой 3N различ-
ных нормальных колебаний, подчиняющихся соответствующему 
распределению по частотному спектру. Каждое колебание, распро-
страняющееся в кристалле, обладает энергией и импульсом, поэто-
му по аналогии с квантованием электромагнитных колебаний вве-
дено понятие о квантовых тепловых колебаниях решетки – фоно-
нах. Колебательные процессы в кристалле представляют в виде 
движения фононов, число которых зависит от частоты колебаний. 
Можно показать, что энергия нормального колебания в кристал-

ле с частотой m квантована и по аналогии c энергией линейного 
гармонического осциллятора в квантовой механике подчиняется 
закону ( )1 2E nω ω + ω , где 0,  1, 2, 3,  ...;  nω = ω  – минимальная 
порция, квант энергии колебаний (фонон). Таким образом, каждое 
нормальное колебание содержит nm фононов с энергией ω . Сла-
гаемое 1/2 учитывает наличие так называемых нулевых колебаний 
решетки, существующих при температурах вплоть до 0 К и обычно 
не учитываемых при исследовании тепловых свойств кристалла. 
Фононы являются определенной абстракцией при описании ко-

лебательных процессов в кристалле, когда реальные колебания 
представляют в виде потока квазичастиц. Скорость фононов равна 
скорости распространения колебания, импульс равен q , среднее 
время жизни порядка 10–12 с, распределение по энергиям определя-
ется статистикой Бозе – Эйнштейна. 
Введение корпускулярного понятия «фонон» позволяет упро-

стить рассмотрение многих физических процессов. Рассеяние элек-
тронов тепловыми колебаниями решетки описывается как столкно-
вение электронов с фононами. При этом выполняются законы со-
хранения энергии и импульса. Взаимодействие различных колеба-
ний в решетке может быть представлено как рассеяние фононов 
друг на друге. Одно колебание вызывает изменение упругих 
свойств среды при смещении атомов, что сказывается на втором 
колебании. Расчет показывает, что взаимодействие двух волн с 
частотами m1 и m2 волновыми векторами q1 и q2 может быть описа-
но как столкновение двух фононов с появлением третьего фонона, 
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имеющего частоту 3ω  и импульс 3 ,q  причем 3 1 2 ,ω = ω + ω  

3 1 2= +q q q . 
Многие закономерности динамики решетки становятся весьма 

наглядными, если представить элементарные колебания как вооб-
ражаемые квазичастицы – фононы, обладающие определенной 
энергией (около 0,01 эВ), импульсом (примерно 2aπ ) (точнее, 
квазиимпульсом), временем жизни (τ = 10 с). Смысл введения по-
нятия фонона заключается в возможности представления процес-
сов с участием колебаний решетки (транспортные свойства, неуп-
ругие взаимодействия электронов, фотонов, атомарных частиц с 
кристаллом) в терминах движения, возникновения, уничтожения, 
рассеяния квазичастиц, так что становятся применимы основные 
понятия из кинетической теории. Рассмотрение колебаний с пози-
ций квантовой механики указывает на квантованность, дискрет-
ность возможных значений амплитуд колебаний с энергией ω . 
Минимально возможная энергия данной моды колебаний равна не 
нулю, а 2ω , т.е. существует нулевая энергия колебаний (как у 
электрона в потенциальной яме), суммарная энергия данной моды 
колебаний составляет ( )1 2E n= ω + . Эта энергия переносится по 
кристаллу с волновой групповой скоростью ∂ω ∂q . Переходя к 
корпускулярному описанию, получаем n фононов, движущихся со 
скоростью qv = ∂ω ∂ =∇ ωq , имеющих энергию ω  каждый (сла-
гаемым 1/2 часто можно пренебречь). Фононы подчиняются стати-
стике Бозе – Эйнштейна, т.е. являются бозонами, подобно фото-
нам – квантам электромагнитных колебаний. Как и фотоны, фоно-
ны имеют спин, равный нулю, число их не сохраняется при взаи-
модействиях. 
При применявшейся выше гармонической аппроксимации (т.е. 

применимости закона Гука – пропорциональности упругой силы и 
смещения Δ) колебания полностью независимы друг от друга – фо-
нонный газ состоит из невзаимодействующих фононов. Однако, 
если учесть отличие кривой, описывающей потенциал взаимодей-
ствующих атомов, от параболы, особенно заметное при больших 
амплитудах колебаний, то получим взаимодействие двух колеба-
ний; вместо них может возникать третье, с частотой  
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3 1 2ω = ω + ω  

и волновым вектором (при условии, что 1 2+q q  не выходит за гра-
ницы зоны Бриллюэна) 
 3 1 2= +q q q . 
В терминологии описания столкновений частиц это соответству-

ет сохранению их суммарной энергии 
 3 1 2ω = ω + ω  (1.25) 

и квазиимульса 
 3 1 2.= +q q q  (1.26) 
Понятие «квазиимпульс» отражает отличие q  от импульса: на-

пример, колебания с волновым вектором q описывают на границе 
зоны Бриллюэна стоячие волны, когда никакого импульса не пере-
дается. 

 
Процессы переброса Пайерлса 

 
Фонон-фононные взаимодействия, описываемые формулами (1.25), 

(1.26), называют нормальными (N-процессы), они имеют место всегда, ко-
гда три вектора q1, q2, q3 лежат в пределах зоны Бриллюэна. Качественное 
изменение ситуации происходит в случае, когда q3 выходит за ее пределы 
(процессы переброса или U-процессы). Зона Бриллюэна, будучи элемен-
тарной ячейкой обратной решетки, может быть повторена так, что покроет 
все q-пространство (представление повторяющихся зон). При U-процессах 
вектор q3, с необходимостью попадает в точку другой зоны Бриллюэна, 
которая имеет полностью эквивалентную точку *

3q , и в первой зоне (со-
гласно трансляционной симметрии обратной решетки) положение этой 
точки *

3q  отстоит от q3 на вектор трансляции G: 
*
3 3= +q q G . 

При взаимодействии высокоэнергетичных фононов q1 и q2 образуется 
фонон с квазиимпульсом 

*
3 1 2= + +q q q G , 

т.е. квазиимпульс не сохраняется из-за «переброса» фонона с q3 на вектор 
трансляции G. В результате при взаимодействии двух фононов, движу-
щихся, например, вправо, образуется третий, направленный влево 
(рис. 1.48). 

Отсюда следует, что процессы переброса могут иметь место при мно-
гофононных процессах (когда уничтожается n фононов, а порождается n' 
фононов), а также при всех других типах многочастичного взаимодействия 
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(электрон-фононного, нейтрон-фононного – при торможении нейтрона и 
т.п.), когда один фонон при сохранении квазиимпульса получит значение q, 
выходящее за пределы первой зоны Бриллюэна. При U-процессах избы-
точный импульс G  передается кристаллу как целому, закон сохранения 
импульса выполняется. Процессы переброса можно представить себе как 
рождение (или уничтожение) фонона с одновременным брэгговским отра-
жением, при котором «избыточный» импульс G  передается сразу многим 
атомам решетки.  

 

 
Рис. 1.48. Процесс переброса при фонон-фононном взаимодействии: а – в пред-
ставлении повторяющихся зон; б – после приведения к первой зоне Бриллюэна 

 
Процессы фонон-фононного взаимодействия связаны с ангармонизмом 

колебаний, т.е. с отличиями формы трехмерной потенциальной ямы для 
иона от соответствующей закону Гука (в которой потенциал пропорциона-
лен квадрату смещения). В анизотропном кристалле параметры фонон-
фононного рассеяния носят тензорный характер и определяются фурье-
образом тензора ангармонического члена в потенциале иона (ангармони-
ческий член характеризует отличие потенциальной ямы от соответствую-
щей закону Гука и является тензорной величиной, так как в разных направ-
лениях это отличие может быть различным). При заданных параметрах 
двух уничтожающихся и одного рождающегося фононов частота рассеяний 
пропорциональна числу фононов, при трех уничтожающихся – квадрату 
числа фононов и т.д. 

Зависимость E от q для фононов, подобно дисперсионной зависимости 
для электронов в кристаллах, определяет многие свойства фононов. Как и 
в случае электронов, она периодична в q-пространстве, и достаточно огра-
ничиться первой зоной Бриллюэна, форма которой совпадает с ячейкой 
Вигнера – Зейтца в обратном пространстве. Зависимость E = E(q) также 
неоднозначна и состоит из ряда ветвей. Число ветвей равно 3r (где r – 
число атомов в базисе), каждая из которых задает однозначную функцио-
нальную зависимость ( )ω = ω q . Поскольку при любом заданном (квазиди-
скретном) значении q существует несколько состояний фононов, соответ-
ствующих разным ветвям, они имеют разные частоты ω и разные констан-
ты взаимодействия с другими колебаниями. Поэтому в зависимости от ха-
рактеристик ветви колебания при таких значениях q, когда колебания – 
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чисто продольные или чисто поперечные, различают продольные (L, Longi-
tudinal) и поперечные (T, Transversal), а также акустические (А) и оптиче-
ские (О) фононы, т.е. ТА-, ТО-, LА-, LO-фононы. 

 

 

 

Рис. 1.49. Сечение поверхностей 
постоянной частоты: а – для изо-
тропной среды; б – для кристалла 

 Рис. 1.50. Поверхности постоянной час-
тоты в двумерной квадратной решетке в
представлении повторяющихся зон 
Бриллюэна 

 
Число мод оптических фононов равно 3 (r – 1), оно может быть весьма 

большим в кристаллах с многоатомным базисом, например органических 
кристаллах (где имеется много мод внутримолекулярных колебаний). В 
изотропной среде групповые скорости (скорости фононов) не зависят от 
направления, так что поверхности равной частоты в q-пространстве имеют 
сферический вид; поскольку продольные колебания имеют большую ско-
рость звука, сферы для продольных фононов при той же энергии больше, 
чем для поперечных (рис. 1.49, а). В кристалле упругие свойства обычно 
оказываются анизотропными, и потому форма поверхности постоянной 
частоты может значительно отличаться от сферической, причем попереч-
ные фононы с различными поляризациями имеют разные изоэнергетиче-
ские  поверхности  (кроме  некоторых   направлений   высокой   симмет-
рии), рис. 1.49, б. К границам зон Бриллюэна изоэнергетические поверхно-
сти (определенные для каждой ветви колебаний отдельно) подходят под 
прямым углом, причем искажение за счет брэгговского отражения сфер, 
соответствующих свободным фононам, происходит аналогично искажению 
электронных изоэнергетических поверхностей (рис. 1.50): 

( ) ( ) ( ){ }exp 1 ,p BE ph BN E f g k T∂ ∂ = ∂ζ ∂ ω = ω ⎡ ω ⎤ −⎣ ⎦  

где BEf  – функция распределения Бозе – Эйнштейна; ( )ph∂ζ ∂ ω =  

( )g= ω  – плотность состояний фононов. 
 

Плотность состояний 
 
В решетке конечного размера число различающихся мод колебаний 

(число различающихся фононов) ограничено. Чтобы понять закономер-
ность распределения этих мод по частотам (или волновым векторам q), 
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вновь рассмотрим линейную цепочку N + 1 атомов длиной Na . На этой 
цепочке могут возбудиться только такие колебания (продольные или попе-
речные), для которых на Na  уложится 1, 2, 3,…, N полуволн. Соответст-
вующие волновые числа ( ) ( ),2 ,...,q Na Na a= π π π  разделены одинако-

выми интервалами ( ) 2 4q NaΔ = π = π , которые при N →∞  стремятся к 

нулю. Число состояний в области от q до q + dq равно ( )Na dπ q , а на 

единицу длины одномерного кристалла в интервале dq распределение 
g(q) плотности состояний по модулю | q | имеет вид 

( ) ( ) ( )
( )

2 2 ,

; , .

d d d g d Ld L d

a g d a

ζ = = π = π

< π = Φ > π

q q q q q q

q q q q
 

Плотность состояний (на единицу длины и единичный интервал | q |) 
равномерно распределена по отрезку 0 a< < πq . Аналогичная ситуация 
имеет место в трехмерном случае: состояния расположены равномерно по 
зоне Бриллюэна в q-пространстве, причем каждому состоянию соответст-
вует объем куба с ребром ( ) 2 4NaΔ = π = πq .  

Распределение по частотам 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 22g ⎡ ⎤ω = ∂ζ ∂ω = ∂ζ ∂ ∂ω ∂ = π ∂ω ∂⎣ ⎦q q q q , (1.27) 

т.е. плотность состояний полностью определяется дисперсионными зави-
симостями ( )ω = ω q . 

Для зависимости ω от q в соответствии с (1.18), (1.19) 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )
2

max max

2
max max

cos 2 2 1 2 1 sin 2

1 2 1 .

a qa a qa

a

∂ω ∂ = ω = ω − =

= ω − ω ω

q
 (1.28) 

Подставляя (1.28) в (1.27), получают  

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2
max 0 max2arcsin 1g a v⎡ ⎤⎛ ⎞∂ζ ∂ω = ω = ω ω π − ω ω⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

.  (1.29) 

При max 1ω ω <  значение ( )g ω  пропорционально 2.ω  До сих пор учи-
тывалась только одна ветвь колебаний, однако даже в одноатомных кри-
сталлах имеется одна ветвь продольных и две ветви поперечных колеба-
ний. Соответствующие разным ветвям плотности состояний должны быть 
сложены. Такое описание плотности состояния известно как модель Дебая. 

Окончательно для малых частот maxω ω  из (1.29) в пренебрежении от-
личиями скоростей продольных и поперечных колебаний 0L T Tv v v v= = =  
в модели Дебая получают 
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 ( ) ( )2 2 3
03 2g v∂ζ ∂ω = ω = ω π . (1.30) 

 

Зависимости ( )g ω  в реальных кристаллах заметно отличаются от зако-
на (1.30): они являются суммой вкладов от целого ряда ветвей колебаний, 
если достаточно мала ширина частотного интервала, где ветвь дает вклад 
в ( )g ω , т.е. колебательная ветвь почти горизонтальна (например, оптиче-
ская). В этом случае можно пренебречь разницей в частоте и считать 
вклад данной полосы дельта-функцией частоты при Eω= ω  (рис. 1.51). 
Такое простейшее приближение называют моделью Эйнштейна. При час-
тотах, где 0E∂ ∂ω = , на фукнции ( )g g= ω  имеются резкие перегибы 
(особенности Ван Хова), там велик знаменатель в (1.26), или, другими 
словами, малому интервалу m соответствуют большие объемы q-про-
странства. 
 

 
Рис. 1.51. Дисперсионное соотношение для оптической ветви колебаний (а),  

соответствующая плотность состояний (б) и модель Эйнштейна (в) 
 

Суммарное число состояний на единицу объема в каждой полосе, соот-
ветствующей одной ветви колебаний, известно и равно N (где N – число 
элементарных ячеек на единицу объема в кристалле), т.е. плотность со-
стояний в полосе нормирована: 

( )
0

g d N
∞

ω ω =∫ . 

Если полоса расположена между minω  и ,mω  то эти величины можно 
взять за пределы интегрирования. В частности, в модели Дебая, где сум-
мируются три полосы колебательного спектра, можно найти верхний пре-
дел Dm : 

( ) ( )3 2 3
0

0 0

3 2 3 ,
D D

g d d v N
ω ω

ω ω= ω ω π =∫ ∫  
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откуда ( )1 32
0 6 .D v Nω = π  

Характерную максимальную энергию фононов Dω  – подгоночный па-
раметр модели Дебая – можно выразить через температурные единицы, 
что дает температуру Дебая 

D D Bkθ = ω , 

(сфера радиусом Dq  занимает в q-пространстве тот же объем, что и зона 
Бриллюэна). Фононы с волновым числом D≈q q , частотой Dω ≈ ω , энер-
гией B DE k≈ θ  находятся вблизи границ зоны Бриллюэна. 

Учитывая связь плотности состояний по модели Дебая с распределени-
ем фононов по энергиям и свойства функции Бозе – Эйнштейна BEf , легко 
заключить, что при DT < θ  таких приграничных фононов практически не 
будет (высокоэнергетическая часть спектра будет «зарезана» экспоненци-
альным фактором в fBE в области Bk Tω< ): 

 ( ) ( )2 2 3
03 2BN E N k T v∂ ∂ = ∂ ∂ ω = ω π ; (1.31) 

спектр имеет максимум при Bk Tω≅ , т.е. при росте температуры сдви-
гается в высокоэнергетическую область. При DT ≥ θ  условие Bk Tω<  
выполняется почти для всех фононов, т.е. распределение почти до mω = ω  

соответствует (1.31), максимум N E∂ ∂  находится на mω= ω , а форма 
спектра фононов не зависит от температуры – при неизменном распреде-
лении phN  по энергиям пропорционально температуре увеличивается 

число фононов. При этом большинство фононов имеют волновые векторы 
вблизи границ зоны Бриллюэна Dq q≈ , а при DT << θ  таких высокоэнер-
гетичных фононов нет, и волновые векторы ,  Dq q  лежат у середины зоны 
Бриллюэна. Поскольку фононы с Dq q≅  и Dq q<  по-разному взаимодей-
ствуют друг с другом и с электронами, процессы переноса (теплопровод-
ность, электропроводность и др.) различны при DT << θ  и DT > θ . 

При DT ≥ θ  у большей части фононов длина волны составляет порядка 
нескольких межатомных расстояний, а при DT << θ  длины волн фононов 
могут быть гораздо больше и по порядку величины равны Da Tθ . 

Несмотря на то, что в модели Дебая используется довольно грубое уп-
рощение спектра (рис. 1.52), а Dθ  является подгоночным параметром, эту 
величину часто используют для характеристики степени заполнения фоно-
нами спектра состояний. Для уточнения иногда полагают Dθ  зависящей 
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от Т (рис. 1.53). Хорошее приближение дает также сочетание модели Де-
бая для акустических фононов и модели Эйнштейна – для оптических. 

 

 
Плазмоны и экранированные электроны 

 
Вследствие кулоновского отталкивания средняя плотность элек-

тронного заряда около данного электрона понижена, т.е. вокруг 
электрона образуется область распределенного некомпенсирован-
ного положительного заряда. Это приводит к ослаблению, экрани-
рованию дальнодействующей составляющей кулоновского поля 
точечного заряда. 
В результате коллективно взаимодействующий электронный газ 

можно представить как газ слабо взаимодействующих друг с дру-
гом, но экранированных зарядов и газ слабо взаимодействующих 
друг с другом плазмонов. Плазмоны являются бозе-частицами, 
энергия плазмона plω  определяется плазменной частотой колеба-
ний 

 ( )
1 22

0 ,pl e ee N m⎡ ⎤ω = ε⎣ ⎦  (1.32) 

а импульс =p k  – волновым вектором k. 
Экранирование соответствует исключению из фурье-разложения 

кулоновского потенциала длинноволновых мод k < kc; экраниро-
ванный потенциал имеет вид 

 ( ) ( )2
экр 0exp 4cU e≈ − πεk r r  (1.33) 

 

Рис. 1.52. Плотность состояний фононов
в меди (сплошная кривая – эксперимент, 
штриховая – модель Дебая) 

 Рис. 1.53. Зависимость ΘD (T) для 
индия (определена по теплоемко-
сти) 
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(рис. 1.54). Поэтому каждый эк-
ранированный электрон «не 
чувствует» поля частиц, удален-
ных более чем на 1.ck −  
Длинноволновые моды коле-

баний потенциала с ck k<  отно-
сятся к динамическим колебани-
ям электронного газа – плазмен-
ным колебаниям, которым соот-
ветствуют плазмоны. Значение 

ck  для вырожденного газа оце-

нивают как c pl Fk v≅ ω . Кон-
центрация квазисвободных элек-
тронов eN  в металлах достигает 
1023 см–3, и plω , согласно (1.32), составляет 10...30 эВ (табл. 1.6). 
В неметаллах также возможны колебания с участием всех валент-
ных электронов (так, для C, Si, Ge – по четыре на атом). 
Из-за квантованности плазмоны не могут возбуждаться при на-

греве (когда характерные порции энергии теплового возбуждения 
слишком малы). Возбуждение плазмонов происходит, например, 
при движении по кристаллу высокоэнергетичных ( 10...20E ≥ эВ) 
электронов, при этом последние теряют порции энергии 

,  2pl plω ω  и т.п. В отсутствие таких источников возбуждения 
плазмоны не появляются, однако при этом вместо квазисвободных 
электронов с кулоновским взаимодействием следует рассматривать 
электроны с экранированным потенциалом – см. (1.4). 

 

Таблица 1.6 
Энергия плазмонов 

 

Элемент Be B C Si Ge Al Mg Cu Ag ZnS MgO 

plω , эВ 19 19 22 17 16 15 10 20 23 17 25 

 
В собственных полупроводниках возможны также низкочастот-

ные плазменные колебания с eN , соответствующей концентрации 

Рис. 1.54. Кулоновский потенциал
(1), его длинноволновая (k < kc) со-
ставляющая (2), экранированный 
потенциал (3) 
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электронов проводимости, которая гораздо меньше атомной; энер-
гия таких плазмонов составляет порядка 0,01 эВ (инфракрасный 
диапазон волн). Плазменную частоту в этом случае определяют с 
учетом диэлектрической проницаемости ε: 

( ) 1 22 *
0 .pl ee N m⎡ ⎤ω = εε⎣ ⎦  

Анизотропия решетки сказывается на свойствах плазмонов 
(см. рис. 1.54). 

 
Поляроны 

 
При движении квазисвободного 

электрона в ионном кристалле элек-
троны притягивают положительные и 
отталкивают отрицательные ионы, т.е. 
вместе с ним по решетке движется об-
ласть поляризации (рис. 1.55), изме-
няющая динамику электронов и дырок. 
Деформация решетки приводит к обра-
зованию потенциальной ямы, удержи-
вающей электрон (дырку) в области 
локальной поляризации; следователь-
но, энергия такой системы квантована, 
а энергетические уровни находятся в 
запрещенной зоне ниже дна зоны про-
водимости. Движущийся заряд вместе 
с перемещающейся областью поляри-
зации представляет собой квазичасти-
цу – полярон. Особенностью полярона 
является большая эффективная масса 
(в сотни раз большая массы электро-
на), а следовательно, малая подвиж-
ность. 

Поскольку энергия полярона мень-
ше энергии свободного электрона в 
среде, где отсутствует поляризация, в 
ряде веществ, например в оксидах пе-
реходных металлов и полупроводниках 

с узкой зоной проводимости, электроны проводимости находятся именно в 
поляронном состоянии. Поляроны, созданные электроном и дыркой, могут 
объединяться в систему из двух связанных поляронов – «поляронный» 
экситон. Поскольку искажение (деформация) решетки связано с движением 
фононов, считают, что электрон окружен облаком виртуальных оптических 
фононов, которые вместе с электроном образуют квазичастицу – полярон. 

 
Рис. 1.55. Закон дисперсии плаз-
мона в Si в двух направлениях 
 

 
Рис. 1.56. Большой полярон 
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Эта квазичастица характеризуется импульсом k . Дисперсионное соот-
ношение для большого полярона (т.е. с размером поляризованного облака 
существенно большим, чем порядок решетки) в приближении непрерывной 
среды при малых k имеет вид 
 2 2( ) 2 ,L polE k k m= −α ω +  (1.34) 

где Lω  – частота продольных оптических колебаний при k = 0; polm  – 

масса полярона; постоянная α, равная удвоенному среднему числу вирту-
альных фононов, имеет вид 

*2

0

2 1 1
8 ( ) (0)

L

L

mc ⎛ ⎞ωα = −⎜ ⎟πε ω ε ∞ ε⎝ ⎠
, 

где ( ) ( )0 ,  ε ε ∞  – диэлектрическая проницаемость кристалла при низко- и 

высокочастотном пределах; *m – эффективная масса. Размер полярона 
при  α < 1 / 2p pol Lr m= ω  составляет (10...100) а. 

При α > 1 формула (1.34) неприменима и  ( )* 1 6 ,polm m= +α  а радиус 

pr  уменьшается пропорционально 1/α . При 1α >>  полярон мал, т.е. 

pr ≥ α , и *.polm m>>  Электрон в малом поляроне создает себе в резуль-

тате поляризации потенциальную яму глубиной 
 

2 4LE′ = α ω . 
 

Экситоны 
 
Под экситоном понимают электрически нейтральное элементарное воз-

буждение в кристалле, обусловленное появлением пары связанных друг с 
другом электрона и дырки. Если энергия возбуждения электрона валент-
ной зоны меньше ширины запрещенной зоны, то он не сможет перейти в 
зону проводимости, однако электрон способен удалиться от атома, оста-
ваясь связанным силами притяжения с образовавшейся дыркой. Связан-
ная пара электрон-дырка может перемещаться вдоль кристалла, но, буду-
чи электрически нейтральной, не создает тока. В то же время такая пара, 
как и любая квазичастица, обладает энергией и квазиимпульсом. Движение 
экситонов вызывает перенос энергии в решетке. 

Энергия экситона квантована и характеризуется набором дискретных 
квантовых чисел, энергетические уровни располагаются в запрещенной 
зоне, причем они не являются локальными, поскольку экситонное состоя-
ние соответствует возбуждению всего кристалла. Увеличение энергии эк-
ситона сопровождается переходом на более высокие энергетические 
уровни, и при достаточной энергии электронно-дырочная пара разрывает-
ся с образованием свободных электрона в зоне проводимости и дырки в 
валентной зоне. 
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При образовании экситонного состояния существенную роль играет ве-
личина энергии связи между электроном и дыркой. Выделяют две различ-
ные модели, соответствующие предельным случаям. Экситон характери-
зуется волновым вектором k, соответствующим движению экситона как 
целого, и расстоянием между электроном и дыркой β; экситоны подчиня-
ются статистике Бозе – Эйнштейна, образуя бозе-конденсат, экситонные 
молекулы, электрон-дырочные капли. 

Экситон с удаленными друг от друга частицами aβ >>  – экситон     
Ваннье – рассматривается как два заряда, находящихся в среде с диэлек-
трической проницаемостью ε и взаимодействующих по кулоновскому зако-
ну, т.е. как водородоподобный атом, но с малой массой ядра (сравнимой с 
массой электрона) и с уменьшенными в 2ε  раз силами притяжения. Энер-
гия экситона Ваннье 

 ( ) ( )4 2 2 2 2 2 2 2 * *
032 2g e hE E e n m m⎡ ⎤= Δ −μ π ε ε + +⎣ ⎦k , (1.35) 

где первый член – ширина запрещенной зоны, второй – энергия связи, тре-
тий – кинетическая энергия движения экситона; μ  – приведенная масса, 

( ) ( )1 11 * * ;e hm m
− −−μ = +  n =1, 2, 3,... – квантовое число, характеризующее 

энергетический уровень экситона (рис. 1.57). Радиус экситона с квантовым 
числом n выражается формулой 

2
0n eR n Em a= μ , 

где 0a  – боровский радиус. 
Другой предельный случай, когда электрон и 

дырка движутся в пределах одной элементарной 
ячейки кристалла, соответствует экситону Френке-
ля. В этом случае анализ проводят в терминах воз-
бужденных состояний отдельных атомов. Важная 
общая черта у экситонов Френкеля и Ваннье заклю-
чается в том, что энергия возбуждения может по-
следовательно передаваться по решетке, т.е. экси-
тоны движутся, и их энергия выражается формулой 
типа (1.35) (движение заключается не в перемеще-
нии зарядов, а в передаче возбуждения вдоль ре-
шетки). 

В процессе хаотического перемещения по кри-
сталлу экситон может взаимодействовать с другими 
квазичастицами или дефектами структуры. При 
этом изменяются его энергия и квазиимпульс. Экси-
тонное состояние при столкновениях может быть 
разрушено. 

В результате либо образуются свободный электрон и дырка, либо ис-
пускается фотон, а избыточная энергия передается решетке. 

Рис. 1.57. Энергетиче-
ские уровни экситона 
Ваннье  
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Среднее время жизни экситона составляет 10–8...10–2 с. Движущийся эк-
ситон может также быть захвачен одним из узлов или дефектов решетки и 
локализоваться в их области. Возможно объединение экситонов в ком-
плексы с образованием экситонных молекул или ионов. 

Экситонные уровни заметно влияют на спектр поглощения, а также на 
процессы, связанные с переносом энергии возбуждения в кристалле. 

 
Поляритоны 

 
 Электромагнитные колебания (фото-

ны) взаимодействуют с тангенциаль-
ными волнами поляризации – тангенци-
альными (поперечными) оптическими 
фононами (при поляризации ионной 
компоненты) и экситонами (для элек-
тронной компоненты), такое взаимодей-
ствие заключается во взаимном пре-
вращении фотонов и квантов поляриза-
ции (т.е. фононов или экситонов, рис. 
1.58). 

Дисперсия квантов поляризации не-
велика, т.е. их дисперсионные зависи-
мости вида 0 constω≅ ω =  (почти гори-
зонтальные) пересекаются с линейно растущей зависимостью для фото-
нов ckω=  (рис. 1.59), причем пересечение происходит при малых значе-
ниях k .В окрестности точки пересечения взаимодействие между этими 
квазичастицами столь велико, что ни одну из них уже нельзя рассматри-
вать как маловозмущенную, т.е. имеет место единый колебательный про-
цесс, в котором участвуют и вещество, и электромагнитное поле. Он ха-
рактеризуется квазичастицами – поляритонами, являющимися бозонами. 

Для экситон-поляритонов в приближении сплошной среды дисперсион-
ное соотношение определяется уравнением вида (см. рис. 1.59) 

( )4 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 34 0E E E E E E E E E− − + + = , 

где    ( )2 2 2
1 2 3;   1 ;   4 1pl e pl pl e plE ck E E i c k= = ω + χ ω = χ ω + χ ω , 

здесь eχ  – диэлектрическая восприимчивость. При больших значениях k 
ветви соответствуют чисто фотонной ( )ckω=  и чисто экситонной 
( )plω= ω  зависимостям. При малых k первая стремится к постоянному 

значению 2
01plω= ω + χ ω , а вторая – к началу координат, причем угол 

наклона меньше скорости света в ( )ε ∞  раз. Для фонон-поляритонов 

дисперсионное соотношение имеет вид 

Рис. 1.58. Фонон-поляритон (а) 
и его распад (б) 
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( ) ( )4 2 2 2 2 2 2 2 0L Tc k c k⎡ ⎤ω −ω ω + ε ∞ + ω ε ∞ =⎣ ⎦ , 

где ,  L Tω ω  – частоты продольных и поперечных фононов при k = 0 
(рис. 1.60). Верхняя ветвь при 0k →  стремится к Lω= ω , а при k →∞  
приближается к линейной зависимости от k, однако скорость распростра-
нения таких поляритонов в ( )ε ∞  раз меньше скорости света. Нижняя 

ветвь имеет наклон ( )0c ε  и затем стремится к Tω= ω . 

 

 
 

Магноны 
 
Атомы твердого тела могут обладать магнитным моментом, связанным 

в основном со спинами s электронов, причем при низких температурах в 
кристаллах эти магнитные моменты упорядочены. Существует сильное 
влияние Т на магнитную структуру ферромагнетиков: с ростом Т начинает 
нарушаться строгая упорядоченность магнитных моментов. 

Слабые нарушения упорядоченности расположения спинов, происхо-
дящие в результате возбуждения твердого тела, распространяются в виде 
спиновых волн (рис. 1.61). Ситуация сходна с тепловыми колебаниями, 
когда вследствие взаимодействия соседних элементарных ячеек энергия 
взаимодействия распространяется по кристаллу. Спиновые волны также 
квантуются, соответствующая квазичастица – магнон; при малых плотно-
стях магнонов их рассматривают как бозе-частицы с квазиимпульсом hk. 
Закон дисперсии для одноатомного кубического кристалла ферромагнети-
ка имеет вид 

 ( ) ( )1 cosE k sIv ka= − + β , (1.36) 

где I – обменный интеграл; B cI k T≅ ; v  – число ближайших соседей. При 
ka << 1 из (1.36) следует 

 
Рис. 1.59. Окрестности пересечения двух
дисперсных кривых (ω = ck – для фоно-
нов, ω = ωpl – для экситон-поляритонов) 

 

 
Рис. 1.60. Дисперсионные кривые
для фонон-поляритона 
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( ) ( )2 2 *2E k k m= , 

где ( )* 2 2m vsIa=  – 

эффективная масса магнона, при v = 6, s = 1/2, а = 10-8 см 

Ce Tmm 4* 10≈  
( CT  – в кюри). С повышением температуры количество магнонов возрас-

тает пропорционально 3 2 ,T  поэтому намагниченность насыщения sM  
спадает (закон трех вторых Блоха): 

( ) ( ) ( )3 20 1 ,s s CM T M T A T T= = −  

где А – константа, зависящая от типа вещества. 
 

 
Рис. 1.61. Спиновая волна в одномерной цепочке: 
а – пространственное представление; б – вид сверху 

 
На переориентацию спиновых моментов затрачивается энергия, следо-

вательно, магноны увеличивают теплоемкость ферромагнетика. Особенно 
заметен их вклад при низких температурах, где фононная теплоемкость, 
пропорциональная Т 

3, быстро убывает. 
В кристаллах с многоатомным базисом кроме акустической ветви (1.36) 

имеются еще и оптические. 
 

Куперовские пары 
 
При низких температурах sT T<  (где 0,1s DT ≈ θ  – критическая темпера-

тура) в веществах с сильным электрон-фононным взаимодействием акт 
рассеяния электрона на неоднородности решетки вызывает локальное 
смещение ионов решетки полем электрона и появление нормального ко-
лебания в решетке, т.е. фонона, который распространяется по кристаллу и 
может быть поглощен вторым электроном. Между электронами, обмени-
вающимися фононами, возникают силы притяжения, превышающие куло-
новские силы отталкивания и приводящие к объединению электронов в 
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пары (куперовские пары), причем энергия пары связанных электронов 
меньше энергии свободных электронов на величину энергии связи. 

Наибольшую вероятность объединения в пары имеют электроны, им-
пульсы и спины которых равны и антипараллельны, а энергии близки к 

FE . Образуются как бы молекулы из двух электронов, обладающие рав-
ными нулю импульсом и спином, т.е. куперовские пары являются бозонами 
и собираются (конденсируются) в упорядоченный, связанный коллектив на 
одном энергетическом уровне, лежащем ниже уровня Ферми на величи-
ну Δ. 

Пространственная протяженность волновой функции одной пары элек-
тронов имеет порядок длины когерентности ξ (в чистых сверхпроводниках 
ξ ~ 10–6 м, а при наличии примесей уменьшается пропорционально 1 2 ,el  
где el  – длина свободного пробега). В то же время среднее расстояние 
между парами составляет порядка 10–8 м, т.е. волновые функции электро-
нов перекрываются, и пары не изолированы друг от друга, а упорядочены. 
Силы взаимодействия между коллективными куперовскими парами приво-
дят к появлению в спектре плотности состояний электронов энергетиче-
ской  щели шириной 2Δ  (рис. 1.62), причем значение 2Δ гораздо больше 
энергии связи одной пары (при Т = 0 К, 

( ) ,   constqp
Cl AT E E A= − = ). Поэтому пара 

электронов, движущихся в кристалле, не мо-
жет возбудиться, т.е. получить энергию от 
решетки. Иными словами, пары электронов 
не рассеиваются решеткой (пока порция 
энергии не достигает 2 )Δ ; их полный им-
пульс не меняется и равен нулю. 

Наряду со связанными в куперовские пары 
электронами в кристалле при 0 < Т < Ts име-
ется некоторое количество несвязанных, ква-
зисвободных электронов на уровнях выше 
запрещенной зоны – обычных электронов 
проводимости. Распределение Ферми запи-
сывают для них в виде 

( ) ( )( ) 1
exp 1 ,Bf E E k T

−
⎡ ⎤′= +⎣ ⎦  

где ( )1 22 2 ;   E E E′ = + Δ  – энергия, отсчитываемая от уровня Ферми. По-

скольку Bk TΔ > , величина ( )f E  мала, и, следовательно, мала концен-
трация несвязанных электронов. 

При Т = 0 ширина энергетической щели равна CE . С ростом темпера-
туры кристалла усиливаются колебательные движения атомов, появляют-

 
Рис. 1.62. Диаграмма рас-
пределения по энергиям
плотности состояний элек-
тронов в сверхпроводнике 
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ся фононы с энергиями, способными разрушить пары и уменьшить упоря-
доченность системы электронов. Одновременно затрудняется распростра-
нение фононов между электронами пары. Все это приводит к уменьшению 
ширины щели, и при Т = Т1 величина ( )TΔ обращается в нуль. Одновре-
менно разрушаются упорядоченные куперовские пары, и электронный газ 
переходит в обычное состояние. 

Вещества с высокой электропроводностью при высоких температурах 
характеризуются слабым электрон-фононным взаимодействием, поэтому у 
них не образуются куперовские пары и не возникает сверхпроводимость. 

 
1.3. Дефекты кристаллической структуры.  

Аморфные тела 
 
В реальных твердых телах всегда имеются дефекты кристалли-

ческой структуры (нарушения трансляционной симметрии), свя-
занные с конечными размерами твердого тела (поверхностью), 
внешними воздействиями (механическими, тепловыми, радиаци-
онными и др.) и примесями, которые оказывают существенное 
влияние на все свойства твердых веществ. Если число дефектов 
становится столь велико, что трансляционная симметрия наруша-
ется уже при одной-двух трансляциях на основной вектор, то про-
исходит качественный скачок – переход кристаллической структу-
ры в аморфную (характеризующуюся только ближним порядком). 
Количественные оценки степени влияния аморфизации и дефектов 
на переносные, механические и другие свойства твердых тел при-
ведены далее. 

Если дефекты рассматривать как n-мерные нарушения в кри-
сталлической решетке, то они могут быть: точечными (n = 0), ли-
нейными (n = 1), плоскими (n = 2), объемными (n = 3). 

К точечным дефектам относят атомы посторонней примеси, ко-
торые могут располагаться как в узлах, так и в междоузлиях основ-
ной решетки (матрицы) кристалла; вакансии – пустые узлы матри-
цы; междоузельные атомы самой матрицы; посторонние атомы, 
адсорбированные на поверхности кристалла. Линейные дефекты 
представляют собой дислокации. К плоским дефектам принадлежат 
границы зерен кристаллов-двойников, границы самого кристалла и 
зоны Гинье – Престона, представляющие собой скопления примес-
ных атомов в кристалле, пока еще когерентных с самой матрицей, 
т.е. область предвыделения. Объемные дефекты, по существу, яв-
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ляются макроскопическими нарушениями. Это закрытые и откры-
тые поры, трещины, включения посторонней фазы. Сложные де-
фекты наименее изучены. Они могут возникать вследствие взаимо-
действия атомов или ионов примесей с вакансиями. Такие дефекты 
еще называют ассоциированными. 

 
1.3.1. Точечные дефекты в чистых кристаллах 

 
Согласно основным принципам статистической физики, даже в 

том случае, когда средняя кинетическая энергия атомов очень мала, 
в кристалле всегда найдется некоторое количество атомов, кинети-
ческая энергия которых может быть очень велика. При этом в соот-
ветствии с вероятностным характером этого явления любой атом 
кристалла в тот или иной момент времени может приобрести энер-
гию, значительно большую, чем средняя кинетическая энергия 
атомов кристалла. Такой атом может выйти из своего равновесного 
положения, т.е. узла решетки. Перемещаясь по кристаллу и переда-
вая энергию остальным атомам, он занимает новое равновесное 
положение. Если все ближайшие узлы решетки заняты, то он мо-
жет разместиться только в междоузлии (где в потенциальном рель-
ефе для атома в твердом теле имеются минимумы). Оставшийся 
пустым узел решетки называют вакансией. Точечные дефекты в 
виде совокупности вакансий и атомов в междоузлиях называют 
дефектами по Френкелю (рис. 1.63). 
Парные дефекты по Френкелю возникают легче в кристаллах, 

содержащих большие межатомные промежутки, чем в плотноупа-
кованных. В последних для междоузельных атомов нет места. 
Примером кристаллов первого типа являются кристаллы со струк-
турой алмаза (рис. 1.64), а кристаллов второго типа – металлы с 
плотной упаковкой. Так, маловероятно встретить при обычных ус-
ловиях междоузельные атомы в ГЦК-металлах. Единственным ти-
пом междоузельных атомов здесь являются лишь малые примесные 
атомы, такие, как атомы B, C, N. 
Полупроводники со структурой алмаза, ZnS и близкие к ним яв-

ляются относительно рыхлыми. Они содержат большие межатом-
ные пустоты, в которых могут легко размещаться междоузельные 
атомы. Междоузлия в структуре алмаза имеют тетраэдрическое 
окружение (см. рис. 1.64).  
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Рис. 1.63. Дефект по
Френкелю 

 

 
Рис. 1.64. Расположение тетраэдрических междо-
узлий в структуре алмаза: 1 – междоузлие, 2 – атом

 
По возможности размещения междоузельных атомов структуры 

с ионной связью занимают промежуточное положение между 
плотноупакованными металлами и полупроводниками с ковалент-
ной связью. Несмотря на то, что геометрия решетки оставляет для 
них некоторое пространство, ионы часто сильно различаются по 
объему, и в результате упаковка получается довольно плотной. По-
этому вероятность появления междоузельных атомов в ионных со-
единениях сильно изменяется от одного вещества к другому. 
Кроме парных дефектов, по Френкелю, в кристаллах имеются и 

одиночные точечные дефекты – вакансии, дефекты по Шоттки. 
Обычно они встречаются в кристаллах с плотной упаковкой ато-
мов, где образование междоузельных атомов затруднено и энерге-
тически невыгодно. Процесс образования дефектов в таком кри-
сталле может происходить следующим образом. Некоторые атомы 
из приповерхностного слоя в результате теплового движения выхо-
дят из кристалла на поверхность (рис. 1.65). Образовавшаяся ва-
кансия мигрирует затем в объем кристалла.  
Как всякий точечный дефект, вакансии приводят к нарушениям 

внутреннего периодического поля в кристалле. Следовательно, это 
должно приводить к возникновению локальных уровней в запре-

щенной зоне полупроводника. В германии и 
кремнии эти уровни должны носить акцептор-
ный характер. Действительно, удаление одного 
из матричных атомов в таких кристаллах при-
водит к незавершенности электронных орбит 
соседних с вакансией атомов, т.е. эти атомы 
способны воспринимать электроны из валент-
ной зоны: в этом случае возникновение вакан-
сии эквивалентно образованию четырехзаряд-

Рис. 1.65. Дефект  
по Шоттки 
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ного акцептора. В гетерополярных полупроводниках типа III V ,A B  
например, акцепторный или донорный характер уровней вакансий 
зависит от того, какого из атомов не хватает в решетке кристалла. 
Пустые металлоидные узлы, т.е. вакансии А, являются донорами, а 
вакансии В – акцепторами. В щелочно-галоидных кристаллах ва-
кансия аниона (т.е. «отсутствие отрицательного заряда») действует 
как эффективный положительный заряд. Поскольку кристалл в це-
лом должен оставаться электронейтральным, концентрации поло-
жительных и отрицательных вакансий должны быть равны. Однако 
при наличии в кристалле электронов или дырок, а также при обра-
зовании сложных дефектов такое равенство не является обязатель-
ным. 
Электроны принимают участие, например, в образовании цен-

тров окраски в щелочно-галоидных кристаллах и представляют со-
бой анионную вакансию, которая, имея эффективный положитель-

ный заряд, удерживает при себе свобод-
ный электрон (рис. 1.66). Этот электрон 
может появиться в кристалле, например, в 
результате ионизации избыточного атома 
щелочного металла. Такой F-центр вызы-
вает появление полос поглощения в види-
мой области спектра (бесцветный щелоч-
но-галоидный кристалл становится окра-
шенным). 
Точечные дефекты в ионных кристаллах 

оказывают сильное влияние на электро-
проводность, которая в большей мере обу-

словлена движением заряженных точечных дефектов – вакансий, 
междоузельных собственных или примесных ионов (ионная прово-
димость).  
Очевидно, что равновесная концентрация вакансий обоих типов 

зависит от температуры и от энергии образования вакансии, кото-
рую называют энергией дефектообразования ДE . В случае вакан-
сии по Френкелю – это энергия отрыва атома от равновесного по-
ложения, а в случае вакансии по Шоттки к ней добавляется энер-
гия, затрачиваемая на перемещение атома к стокам. 

 

 

Рис. 1.66. F-Центр окра-
ски в щелочно-галоидном
кристалл 
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Процесс образования вакансий имеет вероятностный характер, 
поэтому концентрация вакансий 

( )v Дexp BN A E k T⎡ ⎤= −⎣ ⎦ , 

где А – коэффициент пропорциональности, зависящий от общего 
числа атомов в единице объема кристалла и от числа пустых мест, 
в которые может перескочить атом. Обычно энергия дефектообра-
зования велика по сравнению с тепловой энергией ( )Bk T  и состав-
ляет 1...2 эВ для различных кристаллов. 
Если ДE  [эВ] и 2210A = см–3, то концентрация вакансий будет 

меняться с изменением температуры очень быстро (при T = 300 К 
4

v ~ 6 10N ⋅  см–3, а при T ~ 1100 К 17
v ~ 2 10N ⋅ см–3). Если выдер-

жать кристалл некоторое время при высокой температуре, т.е. об-
разовать в нем большое количество вакансий, а затем быстро охла-
дить (закалка), то повышенное количество вакансий заморозится, 
т.е. не успеет исчезнуть. Поэтому количество вакансий в реальном 
кристалле помимо температуры и энергии дефектообразования оп-
ределяется предыдущей термообработкой. 
Точечные дефекты, возникающие при облучении кристаллов бы-

стрыми частицами (нейтронами, протонами, электронами), а также 
осколками деления ядер и ускоренными ионами, получили назва-
ние радиационных дефектов. В отличие от тепловых радиацион-
ные точечные дефекты термодинамически неравновесны, так что 
после прекращения облучения состояние кристалла не является 
стационарным. 
Для возникновения радиационных дефектов наибольшее значе-

ние имеют упругие столкновения быстрых частиц с атомами кри-
сталла. Если энергия, переданная в результате упругого столкнове-
ния от движущейся частицы атому мишени, превышает некоторое 
значение, то атом мишени, выбитый из узла решетки, оставляя ва-
кансию, движется через кристалл. Наименьшую энергию ДE , кото-
рую необходимо передать одному из атомов кристалла, чтобы он 
оказался в ближайшей междоузельной позиции, называют порого-
вой. Если энергия, переданная атому быстрой частицей, меньше 
ДE , то смещения атома не происходит, а возникают лишь упругие 

волны, энергия которых переходит в энергию теплового движения 
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атомов. Опыт показывает, что ДE  примерно в два-три раза больше 
энергии, необходимой для адиабатного перемещения атома из узла 
решетки в междоузлие. Так, ДE ~ 25 эВ для большинства кристал-
лов, в которых энергия связи атомов составляет примерно 10 эВ. 
Каждый атом кристалла, получивший от быстрой частицы энергию 
E > ДE , может сместиться в междоузлие, в результате чего одно-
временно возникают вакансия и атом в междоузлии. Радиационные 
точечные дефекты в отличие от тепловых всегда парные (дефекты 
по Френкелю). 

 
1.3.2. Примесные атомы 

 
Чужеродные примесные атомы с матрицей основного кристалла 

могут образовывать либо твердые растворы замещения, либо твер-
дые растворы внедрения. В первом случае примесные атомы нахо-
дятся в узлах кристаллической решетки, во втором – в междоузли-
ях (рис. 1.67). 
Та или иная ситуация реа-

лизуется в зависимости от 
влияния двух факторов: гео-
метрического и электрохими-
ческого. 

 Влияние геометрического 
фактора учитывают, считая, 
что растворы замещения об-
разуют лишь те атомы, ра-
диусы которых отличаются 
от радиусов матричных ато-
мов не более чем на 15 %. 
Чтобы применять это правило, необходимо определить эффектив-
ные атомные радиусы.  
Для образования растворов замещения необходимо также, чтобы 

атомы примеси и матриц были электротехнически подобны, т.е. 
разность электроотрицательностей примесного и матричного ато-
мов должна быть мала. Твердые растворы внедрения подчиняются 
сравнительно простому правилу: отношение радиуса внедряю-
щегося атома к радиусу атома матрицы должно быть меньше, чем 

Рис. 1.67. Возможное расположение
примесных атомов в кристалле: а –
раствор замещения, б – раствор вне-
дрения; 1 – матричный атом, 2 –
примесный атом 
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0,59. Можно показать, что значение 0,59 соответствует наибольшей 
сфере, которая может уместиться в промежутках плотноупакован-
ной решетки. Если отношение п м/r r  (где пr  – радиус примесного 
атома; мr  – радиус матричного атома) заключено в пределах 

п м0 / 0,59r r< < , то примесь образует раствор внедрения, а если 
0,85 < п м/r r < 1,15, то – раствор замещения, область значений 
0,59 < п м/r r  < 0,85 вообще неблагоприятна для образования твер-
дых растворов. 

 
1.3.3. Примеси замещения 

 
Рассмотрим их на примере кристаллов Ge, Si, где кристалличе-

ская решетка состоит из четырех валентных атомов с ковалентной 
связью, при которой валентные электроны матричных атомов объ-
единяются в электронные пары (рис. 1.68, а). 
 

 
 

Рис. 1.68. Схема, иллюстрирующая образование доноров и акцепторов в 
кристалле с примесями: а – ковалентный беспримесный кристалл, б – об-
разование доноров, в – образование акцепторов; 1 – пятивалентный атом, 
2 – трехвалентный атом 

 
Если в такой решетке один из узлов заместить примесным ато-

мом с большей валентностью, например пятивалентным атомом Sb 
(рис. 1.68, б), то четыре валентных электрона атома Sb будут уча-
ствовать в образовании ковалентной связи так же, как и у обычного 
матричного (Ge или Si) атома, и лишний пятый электрон уже не 
сможет находиться в валентной зоне кристалла из-за отсутствия в 
ней свободных энергетических уровней. Следовательно, этот элек-
трон будет либо в запрещенной зоне, либо в зоне проводимости. 
Чтобы он попал в зону проводимости, примесный атом необходимо 
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ионизировать, затратив для этого энергию ионизации ДE . Величи-

на ДE  отличается от энергии ионизации iE  свободного атома, так 
как атом примеси находится в кристалле, т.е. погружен в среду с 
некоторой диэлектрической постоянной rε , что ослабляет куло-
новские силы. При этом примесный атом можно рассматривать как 
содержащий только один электрон, т.е. как водородоподобный 
атом. 
Из-за поляризующего действия всей решетки сила притяжения 

электрона примесным атомом будет в 2
rε  раз меньше, чем в вакуу-

ме, а масса электрона заменяется на эффективную m*, т.е. в этом 
случае формально можно уподобить примесный атом атому водо-
рода, но большего размера er  (в *

r em mε  раз) и с меньшей 

(в *
r em mε  раз) энергией связи: 

( )

2 2 4 *
0

Д* 2 2
0

4 1,     
2 4

r e
e

e r

h Z e mr E
m e h

πε ε
= Δ =

πε ε
. 

Кроме основного у примесного донорного атома могут быть 
возбужденные состояния, которые также можно описать в водоро-
доподобном приближении (т.е. в предположении, что поле иона, в 
котором движется электрон, близко к кулоновскому, как в атоме 
водорода): 

( )

2 2 4 *
0

Д* 2 2 2
0

4 1 1,     
2 4

r e
en

e r

h n Z e mr E
m e nh

πε ε
= Δ =

πε ε
, 

где n = 2, 3, 4, ... – главное квантовое число состояния. Для возбуж-
денных состояний водородоподобное приближение выполняется 
значительно лучше, чем для основных, так как особенности строе-
ния волновых функций остальных электронов оказывают меньшее 
влияние на возбужденные электроны, которые находятся на значи-
тельно большем расстоянии от иона, чем электроны основного со-
стояния. 
Такой электрон слабо связан с ионом внедрения и легко его по-

кидает, т.е. переходит в зону проводимости. Таким образом, по-
добные дефекты создают уровни энергии в запрещенной зоне вбли-



73 

зи дна зоны проводимости и являются донорами, т.е. поставляют 
электроны проводимости. 
Другая ситуация возникает при замещении атома Si трехвалент-

ной примесью (рис. 1.68, в): ненасыщенная связь создает условия 
для захвата электрона, причем энергия такого электрона лишь не-
много выше, чем у валентных электронов в чистом Si. Уровень об-
разуется у потолка валентной зоны, а примесь является акцепто-
ром, т.е. захватывает электроны валентной зоны, образуя подвиж-
ные дырки. 
Атомы других валентностей, как правило, образуют уровни, ле-

жащие далеко и от дна зоны проводимости, и от потолка валентной 
зоны; эти уровни называют глубокими. Такие примеси способны в 
ряде случаев образовывать не один примесный уровень, а несколь-
ко, соответствующих различным зарядовым состояниям.  

 
1.3.4. Примеси внедрения 

 
В этом случае электроны примесных атомов уже не участвуют в 

образовании валентных химических связей, а принадлежат только 
самому примесному атому, донорный или акцепторный характер 
внедренного атома не зависит прямым образом от их валентности, 
а определяется значением электроотрицательности. 
Если электроотрицательность пX  примесных атомов больше, 

чем атомов основного кристалла МX , то примесь проявляет акцеп-
торные свойства. При обратном соотношении п(X < М )X  атомы 
примеси будут донорами. Появление уровней в запрещенной зоне 
существенно меняет многие свойства полупроводников и диэлек-
триков (электропроводность, оптические свойства и др.). Влияют 
примеси и на транспортные свойства металлов (они являются цен-
трами, на которых рассеиваются движущиеся квазичастицы – элек-
троны, фононы и др.). 

 
1.3.5. Тепловое движение дефектов 

 
Кинетика дефектов определяет диффузную и ионную проводи-

мость кристаллов. Передвижение дефектов является следствием 
наличия высокоэнергетичного хвоста в больцмановском распреде-
лении атомов, т.е. при Т > 0 К для атома примеси внедрения или 
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вакансии имеется ненулевая (хотя и экспоненциально малая) веро-
ятность преодолеть потенциальный барьер EΔ , переместиться на 
соседнее равновесное состояние. 
Аппроксимируя рельеф потенциальной ямы параболой 
 2

0 0( ) ( ) ( ) / 2U x U x k x x= + −  (1.37) 
(где k = const; x – текущая; 0x  – равновесная координаты), получа-
ют частоту переходов в виде 

 ( )exp Bv U k Tω = ⎡−Δ ⎤⎣ ⎦ , (1.38) 
где UΔ  – высота потенциального барьера, а стоящий перед больц-
мановской экспонентой множитель представляет собой частоту 
гармонических колебаний атома в поле (1.37): 

1
4

k
M

ν =
π

 

(M – масса атома). Физический смысл (1.38) ясен: вероятность пе-
рехода за данный цикл колебаний равна больцмановской вероятно-
сти того, что данный атом получит энергию выше UΔ . 
Под действием электрического поля Е ионы в междоузлиях мо-

гут двигаться в направлении электростатической силы. Предполо-
жив, что потенциальный барьер для иона под действием поля в од-
ном направлении уменьшается на 2eEa  (где а – постоянная ре-
шетки), а в другом – увеличивается на столько же, можно получить 
скорость направленного движения примесей, умножив aν  на раз-
ность вероятностей скачка по полю и против поля: 

( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ){
( ) } ( )( )2

v exp 2 exp 2

exp exp 2

exp 2 .

B B

B B

B B

a U eEa k T U eEa k T

a U k T eEa k T

eEa k T eEa k T

= ν ⎡− Δ − ⎤ − ⎡− Δ + ⎤ =⎣ ⎦ ⎣ ⎦
= ν ⎡−Δ ⎤ ⎡ ⎤ −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

− ⎡− ⎤ ω⎣ ⎦

  

Разделив v на E, получают подвижность дефектов 
( )2

Be a k Tμ = ω , 
по которой можно определить и коэффициент диффузии, и ионную 
проводимость. 
Движение примесей замещения наиболее вероятно при появле-

нии рядом с примесным атомом вакансии, т.е. диффузия атомов 
замещения коррелирована с движением вакансий. 
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1.3.6. Линейные и поверхностные дефекты 
 

Линейные дефекты – дислокации в кристалле – могут иметь лю-
бую форму, но они или образуют замкнутые петли, или начинают-
ся и заканчиваются на границах кристалла (или межкристаллитных 
границах). В общем случае дислокация может быть представлена 
как результат суперпозиции винтовой и краевой дислокаций, при-
чем соотношение между ними может меняться вдоль линии дисло-
кации. Чисто краевая дислокация образуется, когда атомная плос-
кость прерывается внутри кристалла (рис. 1.69). 
 

 
 

Рис. 1.69. Дислокации в кристаллах: а – схема идеального кристалла; б – 
схема кристалла с краевой дислокацией (линия AD – край лишней атом-
ной полуплоскости ABCD); в – схема кристалла с винтовой дислокацией 
(линия AD превращает поверхность в наклонный спуск). Стрелками ука-
заны силы, которые могут вызвать такие дислокации 
 
В случае чисто винтовой дислокации одна часть решетки смеща-

ется относительно другой в направлении, параллельном линии дис-
локации. Количественно дислокация характеризуется вектором 
Бюргерса b, определяющим величину и направление смещения 
атомных плоскостей. Для его нахождения проводят, переходя от 
атома к атому, замкнутый контур, охватывающий дислокацию – 
контур Бюргерса – вначале в недеформированной, а затем в де-
формированной решетке. Вектор Бюргерса – это вектор, необходи-
мый для замыкания последнего контура. Для чисто краевой дисло-
кации b перпендикулярен обрывающейся плоскости, для чисто 
винтовой дислокации он равен шагу спирали и параллелен ее оси. 
Дислокации уменьшают и коррозионную стойкость кристаллов, 

вдоль них облегчена диффузия примесей: в ядре дислокации мень-
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ше высота потенциальных барьеров между стационарными состоя-
ниями атомов внедрения. 

Поверхностными дефектами являются границы зерен практиче-
ски правильных кристаллов с малоугловыми границами, разде-
ляющими кристаллы с относительной ра-
зориентировкой кристаллических осей на 
углы θ от нескольких секунд до 3...5°. Со-
гласно Бюргерсу, малоугловые границы 
представляют собой совокупности дис-
локаций, а угол θ связан с | b | и расстоя-
нием D между дислокациями (рис. 1.70): 

tg θ = b/D. 
Границы зерен оказывают существен-

ное влияние на многие свойства кристал-
лов, в частности на электропроводность, 
поглощение ультразвука, оптические 
свойства и т.д. Наличие границ приводит к 
тому, что в поликристаллах коэффициент 
диффузии примесей значительно больше, 
чем в монокристаллах. 
Плоскими дефектами, помимо названных уже границ зерен и по-

верхности, являются также границы двойниковых кристаллов – 
кристаллов, у которых одна часть совмещается с другой либо пово-
ротом вокруг оси двойникования, либо отражением, либо двумя 
операциями совместно. 
В принципе, поверхностными дефектами являются и свободные 

границы кристаллов, где нарушается кристаллическая симметрия. 
 

1.3.7. Аморфные тела. Структура 
 
У твердых тел часто встречаются такие большие отклонения от 

правильной кристаллической структуры, что их уже нельзя рас-
сматривать как кристаллы с отдельными дефектами различных ти-
пов. Такие тела, называемые аморфными, по структуре и многим 
свойствам подобны жидкостям, но вязкость аморфных твердых тел 
на  15–16  десятичных  порядков  выше,  чем  у  капельных  жидко-
стей. 

 

 
Рис. 1.70. Границы
зерен с малым углом
разориентации 
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Наиболее характерным для структуры аморфных тел является 
наличие ближнего порядка при отсутствии дальнего, т.е. каждый 
атом находится почти в том же окружении, что и в кристалле, но 
трансляционная симметрия нарушена. 

 Можно считать, что атомы в аморфном теле располагаются в 
узлах трехмерной сетки, сходной с кристаллической решеткой со-
ответствующего кристалла по структуре элементарных ячеек, но 
эти ячейки искажены. Искажения, накапливаясь на нескольких по-
рядках решетки, приводят к нарушению трансляционной симмет-
рии и дальнего порядка. Кроме близких к правильным встречаются 
также топологически «неправильные» ячейки, соответствующие 
разрыву связей или установлению «лишних» связей в области де-
фекта кристалла. Так же, как и кристаллические, аморфные тела 
различаются по числу подвижных носителей заряда на металлы, 
полупроводники и диэлектрики. 

 
Аморфные металлы 

 
Отсутствие дальнего порядка характерно для многих сплавов. 

Аморфные состояния чистых металлов (металлическое стекло) об-
разуются, например, при быстром охлаждении расплавленного ме-
талла. По-видимому, любой расплав можно привести к твердому 
аморфному состоянию. Предполагается, что в металлическом стек-
ле существует хаотическое непрерывное распределение сфериче-
ских частиц, характеризующееся плотной упаковкой без каких-
либо разрывов типа границ и точечных дефектов, характерных для 
кристаллов. Координационные числа, определенные по площади 
под первым пиком функции радиального распределения, в боль-
шинстве случаев оказываются равными единице, как для правиль-
ных плотноупакованных решеток, т.е. они больше, чем для жидких 
металлов. 
При нагреве в аморфных металлах происходят структурные из-

менения. В отличие от обычных стекол (оксидных), которые при 
этом размягчаются и переходят в расплав, а при охлаждении рас-
плава снова образуется стекло, металлические стекла при повыше-
нии температуры кристаллизуются. Эта особенность обусловлена 
металлическим типом связи. Температура кристаллизации кT  
аморфных металлических сплавов в твердом состоянии достаточно 
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велика. Например, для сплавов переходных металлов с металло-
идами кT  превышает (0,4...0,6) плT . 
Особенности атомной структуры металлических стекол, приво-

дящие к отсутствию в них таких дефектов, как дислокации, грани-
цы зерен и т.д., обусловливают высокую прочность и износостой-
кость. Так, предел прочности сплавов на основе железа сущест-
венно больше, чем у чистого железа. Высокая устойчивость метал-
лических стекол к коррозии связана, прежде всего, с отсутствием 
границ зерен, включений и т.п.; примером может служить нержа-
веющая сталь. 

 

Аморфные полупроводники и диэлектрики 
 

Эти материалы разделяют на три группы. 
1. Аморфные твердые тела с тетраэдрическими связями, такие, 

как кремний, германий, соединения IIIA  и V.B  Эти полупроводни-
ки в аморфном состоянии нельзя получить охлаждением расплава. 
Их получают обычно в виде тонких пленок с помощью различных 
методов осаждения (термическое испарение в вакууме, катодное 
напыление и т.д.). Их свойства в значительной степени подобны 
свойствам кристаллических аналогов. 

2. Халькогенидные стекла – некристаллические вещества, со-
держащие атомы халькогенов (серы, селена, теллура), получаю-
щиеся в результате охлаждения расплава. Они в основном нечувст-
вительны к примесям, обладают симметричными вольт-амперными 
характеристиками, претерпевают различные структурные изме-
нения. 

3. Стекла, основным компонентом которых являются элементы 
V группы таблицы Менделеева. По своим свойствам эта группа 
аморфных полупроводников занимает промежуточное положение 
между халькогенидными стеклами и аморфными полупроводника-
ми с тетраэдрическими связями. 

 
Аморфные диэлектрики в виде тонких пленок 

 

Эти материалы находят широкое применение в микроэлектронике. Во 
многих таких диэлектриках, так же как и в аморфных полупроводниках, 
проводимость (весьма незначительная) осуществляется перескоками из 
одного локализованного состояния в другое. Энергия активации этого про-
цесса значительно ниже, чем энергия активации примесной проводимости 
в кристаллических диэлектриках. 
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Поскольку аморфные диэлектрики имеют более низкую плотность, чем 
соответствующие кристаллы, их диэлектрическая проницаемость е не-
сколько ниже по сравнению с е кристаллов. 

 
Жидкие кристаллы 

 
Это – жидкости, у которых наблюдается определенный порядок в рас-

положении молекул, следствием чего является наличие у них ряда призна-
ков, присущих кристаллическим веществам, в частности анизотропия ме-
ханических, электрических, магнитных и оптических свойств. В этом со-
стоянии, промежуточном между жидкостью и твердым телом, аморфным и 
кристаллическим состоянием, находятся некоторые органические вещест-
ва в определенном температурном интервале. 

 
Механические свойства кристаллов 

 
Рассмотрим анизотропные механические свойства кристалла в целом, 

необходимые для практического использования справочного материала. 
Механические свойства твердого тела отражают его реакцию на воз-

действие некоторых внешних факторов. В простейшем случае такими 
внешними факторами являются механические воздействия: сжатие, рас-
тяжение, изгиб, удар, кручение. Кроме механических существуют тепло-
вые, магнитные, электрические и другие воздействия. 

Механические свойства кристаллов определяются, в первую очередь, 
силами связи, действующими между атомами или молекулами, состав-
ляющими твердое тело. 

Механические напряжения. Если тело находится под действием внеш-
них сил, то в каждой его точке возникают механические напряжения. Если 
в таком теле выделить какой-либо элемент объема, то на него воздейст-
вуют два типа сил: 1) объемные силы (например, сила тяжести), дейст-
вующие на все элементы тела; 2) силы, действующие на поверхность эле-
мента со стороны окружающих его частей тела. 

При описании напряженного состояния считают, что напряжение во 
всем теле однородно (одинаково во всех точках тела), все части тела на-
ходятся в статическом равновесии, объемные силы и объемные моменты 
отсутствуют. Выберем любую точку О в объеме тела и вокруг нее постро-
им, как это делается в классической теории упругости, бесконечно малый 
куб (рис. 1.71). 

Обозначим через yσ  компоненту напряжения, действующую в направ-

лении i на грань куба, перпендикулярную оси j. Напряжения 11 22,  ,σ σ  

22 33,  σ σ  – нормальные (растягивающие или сжимающие); 12 21 23,  ,  σ σ σ  и 
т.д. – касательные (скалывающие или сдвиговые). 

Напряженное состояние в точке характеризуется девятью величинами 
O у, которые являются компонентами ijσ  (i, j  = 1, 2, 3) тензора второго 

ранга – тензора механических напряжений. 
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Так как элементарный куб находится в 
состоянии равновесия, можно показать из 
рассмотрения вращающих моментов отно-
сительно любой оси куба, что 23 32 ,σ = σ  

31 13 12 21,    σ = σ σ = σ , т.е. из девяти компо-
нент только шесть являются независимыми. 

Деформация. Это изменение объема 
или формы твердого тела без изменения 
его массы под действием внешней силы. 
Если образец имел начальную длину 0l  и 
длину kl  после приложения растягивающей 
силы, то относительная деформация об-
разца 

( )0 0 .kl l lε = −  

Пусть точка О после деформации оста-
лась на месте, а все остальные точки тела 
изменили свои положения. 

Определим положение точки ( ), ,A x y z  до деформации радиусом-

вектором r. После деформации точка ( ), ,A x y z  переместится в положе-

ние ( ),  ,  A x y z′ ′ ′ ′ , определяемое радиусом-вектором .′r  Вектор AA′ =  

( ), v,u w′= − =r r U  называют вектором смещения; u, v, w – компоненты 

вектора смещения по осям ,  ,  x y z . Очевидно, что x' = x + u,  y' = y + v,  z' = 
= z + w. Определим деформацию отрезков ,  ,  x y zΔ Δ Δ . В направлении оси 
х она составит u xΔ Δ  или u x∂ ∂  в пределе при 0xΔ → , в направлении 
оси у имеем v yΔ Δ  и v y∂ ∂  в пределе при 0yΔ → , в направлении z по-
лучим w zΔ Δ  или w z∂ ∂  в пределе 0zΔ → . Так как компоненты u, v, w 
являются линейными функциями координат, то 

 

( ) ( ) ( ) 11 12 13 ,u u x x u y y u z z e x e y e zΔ = ∂ ∂ Δ + ∂ ∂ Δ + ∂ ∂ Δ = Δ + Δ + Δ  

( ) ( ) ( ) 21 22 23v v v ,u x x y y z z e x e y e zΔ = ∂ ∂ Δ + ∂ ∂ Δ + ∂ ∂ Δ = Δ + Δ + Δ  

( ) ( ) ( ) 31 32 33u w x x w y y w z z e x e y e zΔ = ∂ ∂ Δ + ∂ ∂ Δ + ∂ ∂ Δ = Δ + Δ + Δ . 
 

Девять величин ye  образуют симметричный тензор второго ранга – тен-

зор деформации. Он содержит девять компонент, шесть из которых явля-
ются независимыми, поскольку компоненты, симметричные относительно 
главной диагонали, равны между собой ( )ij jie e= : 

Рис. 1.71. Напряжения, дей-
ствующие на грани элемен-
тарного куба 
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( )
( ) ( )

( )

11 12 21 13 31 11 12 13

деф 21 12 22 23 32 21 22 23

31 12 32 23 33 31 32 33

2 2
2 2

2 2

e e e e e
T e e e e e

e e e e e

+ ε ε ε
= + + = ε ε ε

+ ε ε ε

. 

 

Диагональные компоненты iiε  описывают удлинения или сжатия, ос-
тальные компоненты ijε  являются компонентами деформации сдвига. Угол 

сдвига, или полный сдвиг в какой-то плоскости, равен соответствующей 
недиагональной компоненте тензора деформации iiε . 

В одномерном случае, когда деформация и напряжение достаточно ма-
лы, деформация пропорциональна приложенному напряжению (закон Гу-
ка): Cσ = ε , где C  – модуль Юнга. 

В трехмерном случае, если относительная деформация бесконечно ма-
ла, то каждая компонента тензора деформации линейно связана со всеми 
компонентами тензора напряжений и, наоборот, каждая компонента тензо-
ра напряжения линейно связана со всеми компонентами тензора дефор-
мации, т.е. для монокристаллов: 

ij ijkl klCσ = ε , 

где ijklC  – константа жесткости кристалла; всего будет 81 компонента   

ijklC . Однако число независимых компонент – 21; ,   ,ij ji ij jiε = ε σ = σ  

,    ijkl jikl ijkl klijC C C C= = . Это позволяет сократить число индексов: двой-

ное сочетание ( )1,  2,  3ij m ij= =  и ( )1,  2,  3kl n kl= = , и заменить одним 

индексом от 1 до 6 по следующей схеме: 11 → 1, 22 →  2, 33 →  3; 23, 
32 → 4; 31,13 → 5; 12,21 → 6. Компоненты жесткости ijklC  преобразуют 

также. В матричном обозначении закон Гука имеет вид 

( ),  1,  2,  ...,  6i ij jC i jσ = ε = . 

Полное число независимых упругих констант сокращается в зависимо-
сти от симметрии кристалла. Так, если кристалл обладает наименьшей 
триклинной симметрией, то полное число упругих констант равно 21 (мак-
симальное число независимых констант), а для кристаллов кубической 
симметрии оно равно 3. Основное свойство кубического кристалла состоит 
в том, что направления x, y, z взаимно перпендикулярны и полностью экви-
валентны. Это приводит к тому, что 11 22 33 44 55 66C C C C C C= = = = = .   Ос-
тальные компоненты ijC  равны нулю, так что для кубического кристалла 

имеются лишь три независимые компоненты 11C , 12C , 44C , и набор посто-
янных упругой жесткости сводится к матрице 
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11 12 12

12 11 12

12 12 11

44

44

44

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

ij

C C C
C C C
C C C

C
C

C
C

= . 

Через  11C , 12C , 44C  выражаются различные механические характери-
стики кубических кристаллов: модуль Юнга Е, коэффициент Пуассона v и 
др. (например, объемный модуль упругости ( )11 12 3B C C= + ; постоянная 

сдвига ( )11 12 2C Cτ = −  и т.д.). 

Если для кристалла выполняются следующие условия: 1) все силы 
взаимодействия между частицами, составляющими кристалл, – централь-
ные (для ковалентных кристаллов это условие не выполняется); 2) частицы 
сферически-симметричны и расположены в центрах симметрии структуры; 
3) в исходном состоянии какие-либо напряжения в кристалле отсутствуют, 
то это дает шесть дополнительных соотношений между коэффициентами 
упругости (соотношения Коши): 

23 44 56 14 64 25 31 55 12 66 45 36,   ,   ,   ,   ,   C C C C C C C C C C C C= = = = = = . 

Для кристалла кубической симметрии они сводятся к равенству 
12 44C C= . В ковалентных кристаллах силы связи имеют нецентральный 

характер и 12 44C C≠ . Для металлов соотношения Коши также не выпол-
няются, т.е. в металлах силы взаимодействия не обладают сферической 
симметрией. Для многих ионных кристаллов, однако, соотношения Коши 
выполняются хорошо, причем тем лучше, чем меньше доля ковалентной 
или металлической связи. 

При больших деформациях, превышающих предел упругости, соотно-
шение между напряжением и деформацией – нелинейное, что является 
следствием отклонения от гармонического характера взаимодействия ато-
мов при большом отклонении от положений равновесия. В реальном кри-
сталле с дефектами, если напряжение превышает некоторый предел, на-
зываемый пределом текучести, то появляется остаточная (пластическая) 
деформация, т.е. необратимое изменение формы и объема, остающееся 
после снятия напряжения. На типичной кривой напряжение-деформация 
(рис. 1.72) точка А соответствует пределу упругости, точка В – пределу 
текучести. На участке ВС кривая горизонтальна, что означает текучесть 
(деформация возрастает без изменения напряжения). Начиная с точки С 
кривая снова идет вверх. Если в некоторый момент времени в точке М 
снять нагрузку, то кривая разгрузки пойдет по прямой МР. Вторичная на-
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грузка идет также по прямой МР, т.е. 
вывод материала в пластическую об-
ласть увеличивает предел упругости. 
Это называют деформационным упроч-
нением 

Пластическая деформация связана с 
движением дислокаций под действием 
напряжений. Дислокации могут дви-
гаться как вдоль плоскостей скольже-
ния (плоскость, перпендикулярная 
«лишней» атомной плоскости) (рис. 
1.73), так и перпендикулярно к ним. Для 
последовательного пересоединения 
связей атомов достаточно относитель-
но небольших напряжений (в металлах 
около 10–4μ, где μ – модуль сдвига). 
Поэтому сдвиговая прочность реальных 
металлов с дислокациями на несколько 
порядков ниже теоретической прочно-
сти идеального кристалла (которая 
оценивается как 0,1 Е). Иной характер 
носит движение дислокации перпенди-
кулярно плоскости скольжения – пере-
ползание (иначе называемое неконсер-
вативным движением). Оно связано с 
удлинением (или укорочением) «лиш-
них» атомных плоскостей, которое про-
исходит вследствие захвата диффун-
дирующих междоузельных атомов (или 
вакансий) на дислокацию или «испаре-
ния» точечных дефектов с дислокаций. 
Движению дислокаций мешают также 
упругие взаимодействия с другими дис-
локациями, границами зерен, примес-
ные атомы, частицы другой фазы. Та-
ким образом, дислокации делают мате-

риал мягче, но если их очень много и они мешают друг другу двигаться, то 
кристалл снова становится твердым (деформационное упрочнение). 

Основными механизмами размножения дислокаций при пластической 
деформации являются источники Франка – Рида и двойное поперечное 
скольжение. Источником Франка – Рида является отрезок дислокации с 
закрепленными концами. Под приложенным напряжением отрезок дисло-
кации изгибается до тех пор, пока не отделится замкнутая петля дислока-
ции и не восстановится исходный отрезок дислокации (рис. 1.74). При 
двойном поперечном скольжении точками закрепления служат концы вин-

 

 
Рис. 1.72. Диаграмма зависимости 
напряжение-деформация 

Рис. 1.73. Последовательное дви-
жение (а – б) краевой дислокации, 
расширяющей область сдвига в
кристалле 
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товой дислокации, вышедшей в 
другую плоскость скольжения и 
повернувшей затем в другую 
плоскость, параллельную пер-
вичной. 

Пределом прочности называ-
ют критическое напряжение pσ , 

при котором происходит разрыв 
материала. Теоретическое зна-
чение pσ  идеального кристалла 

оценивают как напряжение, при 
котором наступает разрыв всех 
межатомных связей на поверхно-
сти разрыва. Такая оценка дает 
значение pσ ~ 0,1 Е (где Е – мо-

дуль упругости). Обычно экспе-
риментальный предел прочности 
на несколько порядков ниже. Это 

обусловлено наличием дефектов, создающих слабые места, и неравно-
мерностью внутренних напряжений. Если возникла трещина размером 

крL L> , то она будет распространяться до полного разрыва материала, 

поскольку на образование трещины площадью 2L  затрачивается энергия 
22 Lα  (где α – поверхностная энергия), при этом в объеме 3L  упругая 

энергия снижается на величину ( )3 2 2L Eσ . Отсюда критический размер 

трещины 2
кр .L E≈ α σ  

Образование критической, зародышевой трещины происходит вследст-
вие флуктуаций; при этом в пластических материалах разрыву предшест-
вует пластическая деформация, облегчающая образование зародышевой 
трещины. В хрупких материалах зародышевая трещина образуется без 
предварительной пластической деформации. Обычно возникает множест-
во зародышевых трещин, которые растут и сливаются, образуя макроско-
пический разрыв. 

 
1.4. Процессы переноса.  

Транспортные свойства твердых тел 
 

1.4.1. Электропроводность 
 
На основе представлений о квазичастицах и их статистических 

свойствах, а также решений кинетического уравнения проанализи-
рованы зависимости для электропроводности реальных твердых 

 
Рис. 1.74. Этапы (а – г) образования пет-
ли дислокации источником Франка-Рида
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тел: металлов (простых и переходных), полупроводников и диэлек-
триков, как чистых веществ, так и легированных, кристаллических, 
аморфных. 
Концентрация квазисвободных электронов в полупроводниках 

настолько меньше их числа в металлах, что электропроводность 
последних оказывается существенно выше. В соответствии с мате-
риалами, изложенными в разд. 1.1, для данного металла при из-
вестной поверхности Ферми зависимость ( )Tσ  выражается только 
во влиянии Т на длину (или время) свободного пробега при FE E= . 
В полупроводниках σ  невырожденного электронного газа опи-

сывается формулой 2 * ,en e mσ = τ  где en  сильно зависит от T и 
наличия дефектов. При близких по порядку величины сечениях 
взаимодействия ej∑ и концентрациях jn  рассеивателей значения 

( ) 1
j eejn v

−
τ = ∑  для металлов гораздо меньше, чем для полупро-

водников, из-за того, что скорость электронов, соответствующая 
,FE  гораздо выше тепловой скорости электронов полупроводни-

ков. 
 

Электропроводность металлов 
 
Для металла электросопротивление складывается из вкладов 

рассеяния электронов на дефектах, фононах, электронах, магнонах 
и др.: 

...d ph e mρ = ρ + ρ + ρ + ρ +  
(правило Матиссена). В металлах при высоких температурах важ-
ную роль играет рассеяние на фононах phρ . При DT ≥ Θ спектр 
фононов не меняется, а энергетический спектр электронов, перено-
сящих ток (как и средние сечения электрон-фононного рассеяния), 
практически не зависит от температуры (энергии eE , FE ), число 
же рассеивающих фононов пропорционально Т, т.е. связанная с 
электрон-фононным рассеянием составляющая электросопротив-
ления phρ T. Поэтому электросопротивление часто считают про-

порциональным Т. Однако реальные зависимости ( )Tσ = σ  значи-
тельно сложнее (рис. 1.75 – 1.76). 
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Рис. 1.75. Температурные зависимости (а – в) удельного 

электросопротивления металлов 
 

Отклонения от зависимости phρ T связаны с вымораживанием 

фононов при DT < Θ  зависимостью ( )D D TΘ = Θ ; другие не-
линейности ( )Tρ = ρ  объясняются электрон-магнонным рассеяни-
ем, фазовыми переходами и др. При DT << Θ  расчеты с учетом 
уменьшения числа фононов и изменения их спектра дают зави-
симость 5~ .T −σ  Точнее, определяемое электрон-фононными рас-
сеяниями удельное электросопротивление 

 ( )( )5 5

0

const 1 1 ,   
D T

x x
DT x e e dx x T

Θ
−⎡ ⎤ρ = ⋅ − − = Θ⎣ ⎦∫  (1.39) 
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Рис. 1.76. Температурные изменения 
электросопротивления жидких ме-
таллов 

 Рис. 1.77. Электросопротивление 
металлов при малой температуре из-
за рассеяния на фононах

 
(соотношение Блоха – Грюнайзена), интеграл в (1.39) равен  x4/4 
при малых и константе при больших значениях x; вид зависимости 
( ) ( )DTρ ρ Θ  представлен на рис. 1.77. 
На ( )Tρ  оказывают влияние температурное расширение решет-

ки и связанное с ним изменение DΘ . Поэтому при преобладании 
электрон-фононного рассеяния при DT > Θ  часто имеется более 
быстрое, чем линейное, нарастание электросопротивления. 
Рассеяние электронов в переходных металлах может быть связа-

но с рассеянием электронов на магнонах, т.е. с разупорядочением 
ориентации спинов атомов, дополнительный источник беспорядка 
приводит к значительному увеличению ρ. Поскольку при низких 
температурах имеет место упорядочение, а при CT T≥  (где CT  – 
температура Кюри) происходит полная хаотизация ориентации 
спинов, это сопротивление падает с уменьшением Т при CT T< , а 
при CT T>  наступает насыщение. 
В чистых металлах и их сплавах при различных условиях (Т, p) 

могут существовать фазы, отличающиеся строением кристалличе-
ской решетки. При переходе из одной фазы в другую в значениях 
электропроводности наблюдаются скачки значения ρ как в одну, 
так и в другую сторону, причина этому – различное взаимодейст-
вие разных кристаллических структур с электронным газом, а так-
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же переходы типа порядок-хаос при плавлении металла (при этом с 
ростом температуры и степени беспорядка p растет). На значения ρ 
влияет также «история» обработки образца (наклеп, деформация, 
закалка, намагничивание). 

 
Сверхпроводимость 

 
При низких температурах sT T<  (где sT  – температура сверх-

проводящего перехода) некоторые металлы, полупроводники и 
сплавы скачком теряют свое электросопротивление. Причина это-
го, согласно теории БКШ (Бардина – Купера – Шриффера), состоит 
в образовании куперовских пар – пар электронов, обменивающихся 
виртуальными фононами. Естественно, для устойчивости таких пар 
необходимо сильное электрон-фононное взаимодействие, т.е. в 
обычном, несверхпроводящем состоянии указанные вещества яв-
ляются достаточно плохими проводниками (в них эффективно 
электрон-фононное рассеяние). sT  зависит от магнитного поля: по-
следнее затрудняет переход в сверхпроводящее состояние. При 
Т = 0 сверхпроводимость существует только, когда sH H< , при 
0 sT T< <  – когда sH H< , последняя зависимость описывается 
формулой вида  

 ( ) ( )20 1 1,06s sH T H T T⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦
, 

а для ( ) ( )01,73 1s sH T H T T= − . 
При переходе в сверхпроводящее состояние магнитное поле вы-

тесняется из сверхпроводника (идеальный диамагнетик, эффект 
Мейснера), толщина переходного слоя на границе 

( )
1 24

0 1 sT T
−

⎡ ⎤λ = λ −⎢ ⎥⎣ ⎦
, 

где 8
0 5 10−λ ≅ ⋅ м; магнитное поле спадает по закону 0

xB B e− λ=  
(здесь х – расстояние от границы). 

 
Электропроводность сплавов металлов 

 
В сплавах металлов электросопротивление зависит от того, явля-

ется ли данный образец твердым раствором (легирующий элемент 
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равномерно распределен по объему), либо он состоит из отдельных 
фаз с разным химическим составом. Например, отожженная сталь 
состоит из смеси фаз α-Fe и Fe3C, а закаленная – твердый раствор 
углерода в α-Fe. В случае смеси фаз электросопротивление обычно 
близко к значению ρ для наиболее проводящей фазы (для стали    
α-Fe), хотя при выпадении плохо проводящей фазы по краям зерен 
такие «перегородки» могут существенно увеличить сопротивление 
образца. 
Твердые растворы с небольшим содержанием примеси обычно 

представляют собой поликристаллы с определенным количеством 
точечных дефектов, образующих рассеивающие центры, электро-
сопротивление при легировании растет. Это является общим пра-
вилом даже в том случае, когда в металле А с низкой электропро-
водностью растворяется металл В с высокой электропроводностью. 
Повышение ρ при образовании твердого раствора (легировании) 
может быть весьма значительным. Например, введение 0,2 % (ат.) 
As или Fе в золото приводит к росту значения ρ при температуре 
0 °C в 2 раза. 
Электрическое сопротивление слабоконцентрированного твер-

дого раствора 0 ′ρ = ρ + ρ , где 0ρ  – сопротивление основного ком-
понента (растворителя); ′ρ  – остаточное сопротивление, равное c 
Δρ  (здесь с – атомарное содержание примеси; Δρ  – добавочное 
сопротивление на 1 % (ат.) примеси); второе слагаемое в формуле 
не зависит от температуры. 
Из закономерностей рассеяния электронов на ионизованных и 

нейтральных дефектах следует, что возрастание сопротивления, 
вызванное содержанием 1 % (ат.) различных металлов (кроме пере-
ходных), растворенных в одном и том же растворителе, зависит от 
валентности растворителя и растворенных металлов: чем больше 
различие между их валентностями, тем больше добавочное сопро-

тивление, т.е. ( )2 ,pa b z zΔρ = + −  где а и b – константы; z и zp – 
валентности легирующего компонента и металла-растворителя 
(правило Линде). Правая часть диаграммы на рис. 1.78 (примеси 
непереходных  металлов)  является  наглядным  подтверждением 
этого  правила:  через  соответствующие  точки  для  ρ  можно  
провести    параболу.   Левая   часть  иллюстрирует  аномалию  при 
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растворении переходных металлов, свя-
занную с описанными ранее рассеяния-
ми на магнонах. Максимум сопротив-
ления в двойных сплавах, как правило, 
лежит при 50 %  (ат.): 1 σ ( )1c c− , где 
c – атомная доля одного из компонентов 
(рис. 1.79). 

 В твердых растворах ферромагнети-
ков и сильнопарамагнитных металлов 
максимальное сопротивление может 
соответствовать концентрации, отлич-
ной от 50 % (ат.). Например, сопротив-
ление растворов благородных металлов 
и металлов переходных (при больших 
концентрациях) аномально высоко 
вследствие того, что валентные элек-
троны могут переходить на лежащие 
глубже недостроенные d- или f-уровни 
переходных металлов, и число электро-
нов, создающих электрический ток, 
уменьшается, т.е. проявляется s–d- и s–f-
рассеяние электронов. 

При стехиометрических соотноше-
ниях компонентов, соответствующих 
составу интерметаллического соедине-
ния, возможно образование упорядо-
ченной кристаллической решетки: элек-
трическое поле ионного состава решет-
ки становится при упорядочении более 
симметричным, что уменьшает значе-
ние ρ (рис. 1.80). 

 
Влияние наклепа 

 
Влияние образующихся при деформации 

(наклепе) дислокаций и вакансий на элек-
тросопротивление чистых металлов относи-
тельно мало и при нормальных температу-
рах не превышает 2...6 %. Роль таких дефек-

 
Рис. 1.79. Зависимость
удельного электросопро-
тивления сплавов Cu и
Au от состава 

  
Рис. 1.80. Удельное со-
противление сплавов Cu
и Au: 1 – закаленные
сплавы; 2 – сплавы после
отжига; 3 – зависящая от
температуры часть со-
противления 

Рис. 1.78. Добавочное со-
противление на 1 % (ат.) 
примеси в Au 
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тов заметна лишь при малых температурах, где они дают вклад в остаточ-
ное сопротивление, обусловленное факторами, не зависящими от темпе-
ратуры. 

При наклепе и отжиге твердых растворов, даже слабоконцентрирован-
ных, их электрическое сопротивление изменяется в большей степени, чем 
сопротивление чистых металлов в тех же ус-
ловиях; еще более значительно изменение 
электрического сопротивления при наклепе 
упорядоченных твердых растворов (рис. 1.81): 
при наклепе порядок в расположении атомов 
вследствие относительного перемещения 
пачек скольжения и отдельных атомных плос-
костей нарушается.  

Пластическая деформация гетерогенных 
(неоднофазных) структур может и несколько 
увеличивать электропроводность – вследст-
вие образования ориентированной структуры 
с частичным разрушением перегородок из 
плохопроводящей фазы. 

При большом количестве статистически 
расположенных дефектов (аморфный металл) 
рассеяние приобретает коллективный харак-
тер. При этом правило Матиссена может на-
рушаться. По электропроводности аморфные 
металлы ближе к жидким металлам, чем к 
кристаллическим. 

У аморфных металлических сплавов при комнатной температуре 

( ) 41...2 10−ρ = ⋅  Ом ⋅ см, что в 2 – 3 раза превышает ρ соответствующих 
кристаллических сплавов и слабо зависит от T. Это связано с особенно-
стями структуры аморфных металлов. В кристаллических металлах длина 
свободного пробега электрона составляет примерно 50 периодов решетки 
даже при T, близкой к Тпл. Отсутствие дальнего порядка в металлических 
стеклах обусловливает малую длину свободного пробега, соизмеримую с 
межатомным расстоянием. 

 
Электропроводность полупроводников 

 
Электропроводность полупроводников в слабых электрических 

полях может быть обусловлена движением электронов в зоне про-
водимости и дырок в валентной зоне; также возможна про-
водимость по примесям σ: 

 

,e e h hen en ′σ = μ + μ + σ  

 

Рис. 1.81. Зависимость 
электрического сопротив-
ления сплава CuAu от сте-
пени деформации  ε: 1 –
закаленный, 2 – отожжен-
ный образец  
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где * *,   e e e h h he m e mμ = τ μ = τ  – подвижности электронов и 
дырок. 

В случае большой концентрации носителей заряда газ оказыва-
ется вырожденным; при этом подвижность почти не зависит от 
температуры. 

В более важном случае невырожденного больцмановского рас-
пределения  носителей  заряда  наиболее  вероятна  тепловая  ско-
рость носителей заряда (для определенности электронов) 

( ) 1 2*8 .Bk T m⎡ ⎤= π⎣ ⎦v  Зависимость длины свободного пробега l от 
энергии электрона E может быть аппроксимирована в виде 

 ( ) ,    constqp
Cl AT E E A= − = ,          (1.40) 

где CE  – граница зоны (для электронов – зоны проводимости), а 
числа p и q зависят от того, на чем (фононах, дефектах и т.д.) про-
исходит рассеяние. Тогда после усреднения по энергиям можно 
получить 

1 2.p qBT + −μ =  
Такая температурная зависимость содержит фактор pT  из зависи-
мости (1.40), фактор ,qT  полученный из ( )qE Ec−  при усреднении 
(так как среднее отклонение энергии частиц от дна зоны – 
порядка T), а фактор Т –1/2 появился в результате деления на сред-
нюю скорость. В частности, для рассеяния на продольных акусти-
ческих (LA-) фононах при DT > Θ  l пропорционально Т 

1 (числу фо-
нонов), т.е. p = –1, q = 0 и соответствующая подвижность 

3 2.BT −μ =  При рассеянии на ионизованных дефектах длина про-
бега не зависит от температуры и обратно пропорциональна резер-
фордовскому сечению, т.е. (E – Eс)2, q = 2, p = 0, и μ пропорцио-
нальна Т3/2, кроме того, подвижность не зависит от знака заряда 
примеси. С двумя указанными (обычно основными) механизмами 
рассеяния на LA-фононах и ионизованных дефектах конкурируют и 
некоторые другие. Так, в ионных кристаллах при высоких темпера-
турах может оказаться основным рассеяние электронов на 
ТО-фононах, тогда значение μ пропорционально ( )[ ]exp E Bk Tω , 
где Eω  – характерная частота оптических фононов. 
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Значительно уменьшить подвижность электрона в полярном 
кристалле может образование полярона, который обладает боль-
шой m*. 

Рассеяние в полупроводниках может быть обусловлено не толь-
ко ионизованной, но и нейтральной примесью; сечение рассеяния 
обратно пропорционально скорости электрона, так что подвиж-
ность оказывается не зависящей от E и Т и примерно равной 

( )0 020e a nμ ≈ , где 0n  – концентрация примесей. Такое рассеяние 
наиболее эффективно для быстрых электронов (которые меньше 
взаимодействуют с ионизованными примесями) при низких темпе-
ратурах (когда мало фононов). 

Рассеяние происходит также на дислокациях (особенно если они 
оказываются заряженными), на границах зерен и др. 

 
Электропроводность аморфных полупроводников 

 
Предположим, что плотность состояний имеет вид, изображенный на 

рис. 1.34, б. В рамках этой модели в аморфном полупроводнике различают 
три механизма проводимости. 

1. Проводимость, связанная с носителями, которые возбуждены в нело-
кализованном состоянии. В этом случае перенос осуществляется анало-
гично тому, как это имеет место в кристаллических полупроводниках. Опыт 
показывает, что во многих аморфных полупроводниках ток переносится 
дырками. Тогда 

( ) ( )[ ]0 exp F V BE E k Tσ = σ − − , 

где 100...500σ ≈  Ом-1 ⋅ см–1 не зависит от Т; при этом значение μ  пропор-

ционально 1.T −  
Проводимость, связанная с носителями, возбужденными в локализо-

ванные состояния, расположенные в «хвостах» зон, т.е. вблизи AE  или 

BE  (см. рис. 1.34, б). Если ток переносится также дырками, то проводи-
мость, осуществляемая в этом случае путем перескоков, определяется 
выражением ( ) ( )[ ]1 1exp F B BE E E k Tσ = σ − − + Δ , где BE  – энергия края 

«хвоста» флуктуационных состояний; 1EΔ  – энергия активации перескоков 

(прыжков); обычно 0 1σ σ ~ 102…104. 
Прыжковая проводимость, связанная с носителями, которые соверша-

ют перескок между локализованными состояниями вблизи уровня Ферми с 
различными энергиями (рис. 1.82). Для прыжка в более высокоэнергетиче-
ское состояние электрон должен получить энергию EΔ  от фонона: при 
Т = 0 К прыжковая проводимость равна нулю. 
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В прыжковой проводимости 
принимают участие только элек-
троны с энергиями в интервале 
порядка Bk T  около уровня Ферми. 
Число таких электронов 

( ) ,F Bn g E k T=  где ( )Fg E  – плот-
ность состояний вблизи уровня 
Ферми. Вероятность перескока 
электрона пропорциональна фак-
тору Больцмана ( )[ ]exp BE k T−Δ , 

где EΔ  – разность энергий, и за-
висит от перекрытия волновых 
функций. Отсюда прыжковая про-

водимость по локализованным состояниям вблизи уровня Ферми опреде-
ляется формулой Мотта: 

( )2 2
Fe pR g Eσ = . 

Здесь  вероятность  перескока ( )[ ]exp 2ph Bp v R E k T= − α − Δ ; 

phv ~ 1012...1013 c–1 – множитель, зависящий от спектра фононов; α  – ко-

эффициент, зависящий от степени перекрытия волновых функций; R – 
расстояние, на которое осуществляется перескок. 

Средняя энергия активации перескоков EΔ  тем меньше, чем выше 
плотность состояний. При сильной локализации электрон перескакивает 
лишь на ближайшее локализованное состояние, и тогда 

( )31 FE R g E⎡ ⎤Δ = ⎣ ⎦ . 

В области низких температур элек-
троны с большей вероятностью переска-
кивают на более удаленные состояния, 
разность энергий между которыми мень-
ше, чем для ближайших состояний. При 
этом прыжковая проводимость опреде-
ляется законом Momma: 

( )1 4
2 0exp .T T⎡ ⎤σ = σ −⎣ ⎦  

Параметры 2σ  и 0T  зависят от 

( )Fg E  и радиуса локализации волновых 
функций. Общий вид зависимости элек-
тропроводности в координатах lnσ  от 

1T −  с учетом всех перечисленных меха-
низмов переноса представлен на 
рис. 1.83.  

Рис. 1.82. О механизмах прыжковой 
(перескоковой) проводимости 

 

Рис. 1.83. Зависимость (области
1 – 3′) электропроводности
аморфного полупроводника от
температуры 
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 Область 1 соответствует переносу по нелокализованным состояниям, 
2 – по состояниям в «хвостах» зон, 3 и 3' – по локализованным состояниям 
вблизи уровня Ферми. При этом на участке 3' выполняется закон Мотта. 
Если плотность состояний, связанных с дефектами, велика, то следует 
ожидать, что не будет такого интервала температур, где процесс 2 был бы 
доминирующим. В этом случае участок 3 переходит в участок 1.  

 
Электропроводность пористых полупроводников 

 
 У сильнолегированных полупроводников (оксидов с избытком металла) 

суммарный ток электропроводности складывается из тока, протекающего 
через объем кристаллов и контакты между ними; тока, проходящего по 
поверхности кристаллов; и, наконец, эмиссионного тока свободных элек-
тронов в порах оксидного слоя (рис. 1.84). 

 При низкой температуре электропроводность осуществляется в основ-
ном вследствие переноса электронов по приповерхностному слою кри-
сталлов, который представляет собой, по существу, поверхностную зону 
вырожденного полупроводника, резко отличающуюся по своим свойствам 
от свойств объема. В  высокотемпературной области электронный ток идет 
в основном по объему кристаллов (включая контакты между ними) и по 
порам слоя. 

Электропроводность пористых слоев окислов чрезвычайно чувстви-
тельна к условиям приготовления образца, его пористости, плотности про-
ходящего через слой тока, наличия и состава примесей и поверхностных 
пленок (рис. 1.85). 

 

Рис. 1.84. Структура оксидного 
слоя: Iоб – ток по объему кри-
сталлов; Iпов – ток по поверхно-
сти; Iпор – ток свободных элек-
тронов в порах слоя 

Рис. 1.85. Зависимость электропроводности 
BaO от температуры: 1 – монокристалл 
BaO, активированный в парах Ba; 2 – то же, 
обесцвеченный длительным прокаливанием
в вакууме; 3 – плотная поликристалличе-
ская пленка BaO 
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1.4.2. Теплопроводность твердых тел 
 
Из анализа динамики электронной, фононной и фотонной со-

ставляющих плазмы твердого тела получены зависимости для теп-
лопроводности металлов, полупроводников и диэлектриков. 

Тепловая энергия в твердом теле передается в основном при пе-
реносе фононов, свободных электронов, фотонов. 

В кинетической теории газов и газовой плазмы мощность пото-
ка тепловой энергии w при движении частиц 

 div gradw T= − λ ⋅ , (1.41) 

где λ  – коэффициент теплопроводности, 
 ( )1 3 Vj j j

j
C v lλ =∑ ; (1.42) 

здесь сумма берется по сортам частиц, переносящих энергию; CV – 
теплоемкость, v – скорость, l – средняя длина свободного пробега 
частиц. Фактор 1/3 связан с усреднением по направлениям движе-
ния частиц. 

Длину пробега для данного сорта рассеяний ji выражают через 
эффективное сечение соударения jiΣ  и концентрацию рассеи-
вающих центров in : 

( )1ji ji il n= Σ . 

Длину пробега частиц j определяют по длинам пробега jl  отно-
сительно соударений с различными сортами рассеивателей: 

( )1 1ji ji
i

l l= ∑ . 

Эти же выражения можно использовать при описании переноса 
энергии в плазме твердого тела. 

 
Фононная теплопроводность 

 
Фононная теплопроводность играет примерно ту же роль, что и тепло-

проводность вследствие наличия тяжелых частиц в газовой плазме; она 
существенна в диэлектриках и полупроводниках. Соответствующий коэф-
фициент, согласно (1.42), 

ph Vg ph phC v lλ = , 
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где phl  – средняя длина пробега фонона в решетке; phv  – средняя ско-

рость фононов (при DT << Θ  совпадающая со скоростью звука, а при 

DT ≥ Θ  имеющая близкие к ней значения). В общем случае при вычисле-
нии phl  следует сложить частоты соударений с фононами, дефектами 

структуры, поверхностью кристалла и др. 
Фонон-фононное рассеяние играет основную роль в правильных кри-

сталлах при DT ≥ Θ . Если DT ≥ Θ , то число фононов ~phN T , С ≈ const, 

поэтому 1 .ph T −λ  Коэффициент пропорциональности может быть оценен 

несколькими способами; удобным приближением является формула Ду-
гдела и Макдоналъда для трехфононных процессов 

( )1 9ph ph s VT v C a−
−λ = αγ , 

где a – коэффициент линейного термического расширения; γ  – параметр 

Грюнайзена; ( )2 3s L Tv v v= +  – средняя скорость звука (здесь Lv  – ско-
рость продольных волн; Tv  – скорость поперечных волн); VC  – удельная 
теплоемкость при постоянном объеме. 

Рассеяние фононов на электронах также дает вклад в решеточное теп-
лосопротивление. Оценка величины и температурной зависимости этого 
вклада показывает, что при высоких температурах 

( ) ( )21 2
ph ph B e e phe k z T−
− −λ = ρ , 

где ez  – эффективное число электронов проводимости на атом; e ph−ρ  – 

электрон-фононный вклад в ρ . 
Так как e ph−ρ  примерно пропорционально T, при высоких температурах 

ph e−λ  не зависит от температуры. В переходных металлах 1
ph e
−

−λ  может 

быть соизмеримым или даже большим, чем 1
ph ph
−

−λ . При низких темпера-

турах 1
ph e
−

−λ  пропорционально 2.T  

Столкновения между фононами без переброса не препятствуют тепло-
вому потоку, так как при рассеянии фононы «передают» друг другу часть 
переносимой энергии, а также импульса как указателя направления пере-
мещения этой энергии. Поэтому нормальные фонон-фононные рассеяния 
не дают вклада в phl , а при отсутствии других механизмов рассеяния (пра-

вильный кристалл больших размеров) теплопроводность могла бы неогра-
ниченно нарастать. Такой рост phλ  наблюдается при DT << Θ , когда про-

цессы переброса «вымораживаются», т.е. их вероятность стремится к ну-
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лю пропорционально ( )( )exp Bk T−βΘ , β = 0,5...0,7; итак, при DT << Θ  
фонон-фононное рассеяние оказывается неэффективным. В этом случае 
фононы в диэлектриках и полупроводниках рассеиваются границами те-
ла – имеет место «кнудсеновское течение фононного газа» (под l понима-
ют характерный размер L' тела). Поскольку при DT << Θ  3~ ,VgC T  то 

3~ .ph L T′λ  В поликристаллических образцах длина l равна размеру моно-

кристаллов L'. Рассеяние может происходить также на точечных дефектах 
(примесях, вакансиях), дислокациях, других нарушениях упорядоченности 
в решетке, даже на случайных распределениях различных изотопов хими-
ческих элементов. В частности, в сплавах замещения периодичность ре-
шетки для фононов нарушается из-за случайного распределения атомов 
разной массы по эквивалентным узлам, поэтому теплопроводность ре-
шетки сплава меньше теплопроводности любого из исходных материалов. 
Соответствующие длины пробега часто слабо зависят от температуры, 
тогда при DT << Θ  3~ph Tλ  (из-за VgC ), а при DT ≥ Θ  – не зависит от Т.  

 
Электронная теплопроводность 

 
В металлах основную роль играет перенос энергии свободными элек-

тронами, он примерно на один-два порядка интенсивнее фононной тепло-
проводности (точно так же электронная теплопроводность преобладает 
над атомарной и ионной в сильноионизованной плазме). Хотя теп-
лоемкость электронного газа значительно меньше, чем у решетки, скоро-
сти движения электронов существенно выше скорости звука, и результи-
рующая теплопроводность получается большой. Поскольку и теплота, и 
заряд в металлах переносятся электронами, для металлов часто выполня-
ется закон Видемана – Франца  

( )( )2 2 2/3 /Bk e Tλ = π σ  

и анализируются отклонения от него, т.е. отличия числа Лоренца 
 

 ( )L T= λ σ  

от ( ) ( )2 23BL k e= π . 

Так, при высоких температурах с хорошей точностью 0L L≈ , т.е. выполня-
ется закон Видемана – Франца. Если электросопротивление связано с 
электрон-фононными соударениями, т.е. пропорционально Т, то eλ  не 
зависит от Т. 

Существует несколько причин, по которым может быть 0L L≠ . Прежде 
всего это неупругий характер рассеяния (при этом процессы рассеяния, 
обусловливающие электро- и теплосопротивление, имеют различную ин-
тенсивность, и нельзя ввести единое время релаксации для электро- и 
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теплосопротивления), а также сложная структура электронных зон и элек-
тронного спектра, и негладкий характер ( )g E  в пределах теплового слоя 
(ширина которого порядка Bk T ). Примером проявления последнего могут 
служить межзонные s d− -переходы, существенно определяющие внешнее 
число Лоренца в переходных металлах. 

Величина и вид температурных зависимостей L являются однозначны-
ми функциями плотности электронных состояний и ее производных (изме-
нение фононного спектра учитывается зависимостью ( )D D TΘ =Θ ). 

Проявление неупругого характера рассеяния при DT ≥Θ  также связано 
с рассеянием на магнонах. В модели Касуя 0L L=  при CT T≥  (и так как 

AT Dρ = + , то ( )1
0e L A DT −λ = + , что обеспечивает рост теплопровод-

ности с температурой). Однако ниже точки Кюри L зависит от температуры 
вследствие проявления вкладов неупругого рассеяния. 

В парамагнитных переходных металлах рассеяние на парамагнонах 
также имеет неупругий характер. L зависит от температуры и параметров 
широкой s- и узкой d-зон. При низких температурах теплосопротивление, 
обусловленное парамагнонным рассеянием, изменяется как 1

e ph
−
−λ , про-

порциональное Т. 
При высоких температурах L, связанное с рассеянием электронов на 

парамагнонах, меньше L0 и стремится к нему в пределе T →∞ : 
( ) ( )0 1 1mL L Tρ ≈ + Δ , 

(Δ определяется параметрами s- и d-зон). Отметим, что для металлов, у 
которых уровень Ферми лежит вблизи максимума плотности состояний, 
моттовская составляющая, связанная с s – d-рассеянием, приводит к уве-
личению L по сравнению с 0L . 

При низких температурах l меняется из-за возникновения больших раз-
личий во времени релаксации для электропроводности στ  и теплопровод-
ности λτ : при учете только нормальных электрон-фононных соударений 

λτ  пропорционально 4 3 ,DM TΘ  а 4 2 ,e DM Tλ − Θ  так что 0L L≠ , а про-

порционально ( )2 .DT Θ  

Примесный вклад в электронное теплосопротивление 1
e i
−
−λ  – для чис-

тых металлов при высоких температурах подчиняется закону Видемана – 
Франца – Лоренца: ( )1

0e i i L T−
−λ = ρ , где iρ  – остаточное сопротивление. 

С ростом Т этот вклад быстро убывает и для достаточно чистых металлов 
при 0,5T ≥  не заметен на фоне других составляющих. Эксперименталь-
ные температурные зависимости теплопроводности металлов представле-
ны на рис. 1.86. 



100 

 
Рис. 1.86. Температурные зависимости теплопроводности различных металлов 

 
Фотонная теплопроводность в диэлектриках  

при высоких температурах 
 
Перенос излучения, так же как и в газовой плазме, в общем случае не 

носит характера теплопроводности и может быть представлен в виде 
(1.41) только при малой (по сравнению с размером тела L') средней по 
спектру фотонов длине пробега фотона vl ; в этом случае 

 ( ) 2 3
116 3v SB vn T lλ = σ ,         (1.43) 

( )[ ] ( )[ ]
0

v v B Bl l G hv k T d hv k T
∞

= ∫ , 

( ) ( ) ( )[ ]{ }24 415 exp 1 expG y y y y= − π − − . 

Из-за резкой спектральной зависимости vl  закон усреднения сущест-

венно влияет на результат, при vl L′<<  поток vS  растет при увеличении 
длины пробега vl . При оптической прозрачности ,vl L′>>  когда каждый 
фотон выходит за пределы тела, более применимо приближение радиаци-
онного охлаждения 

 4
14 SBw T= ℵ σ ; (1.44) 

здесь усредненный по Планку обратный пробег излучения  

( ) ( )[ ] ( )[ ]1 11 v B Bl G hv k T d hv k Tℵ = ∫ , 

где ( ) ( )( )3 4
1 15 1yG y y e= π − . При vl L′>> перенос энергии растет при 

уменьшении vl . Из (1.41), (1.43), (1.44) следует, что (при постоянных )vl  
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поток энергии пропорционален 4.T  Максимальные значения vS  достига-
ются при .vl L′≈  Закономерности формирования оптического спектра vl  
обсуждаются ниже. 

 
1.4.3. Термоэлектрические, гальваномагнитные  

и термомагнитные явления 
 
Кинетические явления в кристаллах, обусловленные изменени-

ем функции распределения электронов при одновременном воздей-
ствии нескольких возмущающих факторов – электрического и маг-
нитного полей и градиента температуры, – по типу действующих 
сил подразделяют на три основные группы: термоэлектрические, 
гальваномагнитные и термомагнитные. 

 
Термоэлектрические явления 

 
Термоэлектрические явления объединяют группы физических 

процессов, обусловленных взаимными превращениями энергии 
теплового движения и энергии электрического тока. К ним относят 
обычно три обратимых эффекта – Зеебека, Пельтье и Томсона. 

 
Эффект Зеебека 

 
Эффект Зеебека заключается в том, что в электрической цепи, 

состоящей из последовательно соединенных элементов, изготов-
ленных из различных материалов, возникает термоЭДС, если места 
контактов поддерживаются при неодинаковых температурах. Если 
при j = 0 в однородном образце 0rT∇ ≠ , то возникает поле напря-
женностью 

 ( )( )( )1
0 11 eT K K T Q T−= ∇ = ∇E .  (1.45) 

Если соединить два различных металла (полупроводника) А и В 
в замкнутую цепь и поддерживать контакты 1 и 2 под разными 
температурами, то в цепи возникает ЭДС ϕ: 

( )
1 2 0 2

0 1 2 1
B A B A BE dx E dx E dx Q Q dTϕ = + + = −∫ ∫ ∫ ∫ . 
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На количественные характеристики эффекта Зеебека влияет из-
менение распределения температуры, сечений соударений, гради-
ентов температуры и др. 

 
Эффект Пельтье 

 
Эффект Пельтье, обратный эффекту Зеебека, состоит в том, что 

при прохождении тока в цепи с проводниками из разнородных ма-
териалов в местах контактов помимо выделения джоулевой тепло-
ты поглощается или выделяется (в зависимости от направления то-
ка и типа вещества) некоторое количество теплоты nQ It= Π , где 
П – коэффициент Пельтье; I – сила тока; t – время. Если вдоль по-
добной цепи поддерживается постоянная температура, 0T∇ = , и 
под действием внешней ЭДС протекает ток j, то 

 2
1 0,     w eK E j e K E= = , (1.46) 

т.е. ( ) 1
0 11w e K K j j−= = Π . (1.47) 

С учетом определения nK , легко заключить, что Π  зависит от 
материала и состояния (температуры) проводника, т.е. в ветви А 
течет поток теплоты AΠ j , в ветви B AB −Π ≠ Πj j . На контактах 
поток теплоты должен быть непрерывен; следовательно, количест-
во теплоты, равное ( )A BΠ −Π , выделяется в единицу времени на 
одном контакте и поглощается на другом. В нагреве одного кон-
такта и охлаждении другого и состоит эффект Пельтье. Из (1.45) и 
(1.47) видно, что 

 П = QT.                           (1.48) 
 

Эффект Томсона 
 
При наличии в цепи одновременно и электрического тока, и по-

тока теплоты в объеме однородного проводника на фоне выделения 
джоулевой теплоты при 0rT∇ <j  поглощается, а при 0rT∇ >j  вы-
деляется количество теплоты 

 ( )
2

1

T

T

q T dT= τ∫j , (1.49) 
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где ( )Tτ = τ  – коэффициент Томсона. Из (1.45), (1.49) следует связь 
τ и Q: 

 Q T T∂ ∂ = −τ . (1.50) 
Коэффициент Томсона имеет физический смысл удельной теп-

лоемкости носителей электрического тока: количество теплоты по-
глощается, если потоки теплоты (из-за теплопроводности и носите-
лей заряда) противонаправлены, и выделяется, если они сонаправ-
лены, т.е. поток носителей заряда как бы сносит тепловое распре-
деление с собой. 

 
ТермоЭДС электронного газа 

 
Значение термоЭДС (и связанных с Q коэффициентов Пельтье 

(1.48) и Томсона (1.50)) зависит от особенностей рассеяния носите-
лей заряда и дисперсионных зависимостей вблизи FE E= . Учиты-
вая выражения для σ и термоЭДС Q через интегралы nK  (1.45), 
(1.46) и определение nK , получают связь между Q и σ в виде 

 ( ) ( )[ ]{ }2 23 ln |
FB E EQ k T e E E == ±π ∂ σ ∂ .  (1.51) 

В зависимости от знака носителей заряда может быть взят плюс 
или минус; ( )Eσ = σ  рассматривается как функциональная зависи-
мость σ  от энергии Е, соответствующей поверхности S: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 21 4E e l E dS E⎡ ⎤σ = σ = π τ⎣ ⎦ ∫ . 

Непосредственно выражение (1.51) применимо при DT ≥ Θ . Ап-
проксимируя зависимость ( )Eσ = σ  вблизи FE E=  степенной за-
висимостью 

const xEσ = ⋅ , 
из (1.51) получают 

 ( ) ( )3 23 B FQ k Tx eE= π .       (1.52) 
В зависимости от особенностей рассеяния и строения электрон-

ного спектра вблизи FE E=  величина х может быть положитель-
ной или отрицательной. В переходных металлах энергия Ферми 
лежит в области d-полос, дающих основной вклад в плотность со-
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стояний ( )   d Fd dE E Eζ − . В терминах квазичастиц * 0m <  (рас-
сматривается верх разрешенной зоны, см. разд. 1.2), т.е. носители  
заряда ведут себя как дырки. Если считать, что особенности пове-
дения ( )Eσ  определяются особенностями энергетической зависи-
мости в d dEζ , то с помощью (1.51) можно получить 

 ( ) ( )( )2 26 B d FQ k T e E E= − π − .  (1.53) 

Поскольку d F FE E E− << , для переходных металлов значение 
Q больше, чем для простых. 
 

 
Рис. 1.87. Плотность состояний никеля (а) и меди (в) 

 
Выражение (1.53), как и (1.52), получено в достаточно грубых 

приближениях и может лишь с осторожностью применяться в ко-
личественных расчетах; в частности, оно не точно при тем-
пературах меньше температуры магнитного упорядочения. Однако 
(1.53) качественно верно описывает влияние уровня Ферми на Q, в 
частности, для сплавов переходных и непереходных металлов, на-
пример Cu-Ni-сплавов. Размеры и электроотрицательность атомов 
Cu (атомный номер 29) и Ni (28) очень близки, и они образуют го-
могенные твердые растворы замещения при любых концентрациях. 
Однако в среднем 0,6 электронов на атом Ni в чистом металле ухо-
дят из d-оболочек и находятся в s-состоянии, оставляя 0,6 дырок в 
d-оболочке на атом, т.е. энергия Ферми лежит ниже dE , у чистой 
меди же каждому атому соответствует один свободный s-электрон, 
а d-оболочка полностью занята (рис. 1.87). В сплаве часть электро-
нов меди заполняют дырки в d-оболочках никеля, приближая FE  к 



105 

dE . Согласно (1.53), это должно вызвать рост термоЭДС, что и на-
блюдается в эксперименте. Максимум на зависимости Q от кон-
центрации связан с конкуренцией роста Q, согласно (1.53), и влия-
нием разбавления переходного элемента с увеличением концентра-
ции Cu. 

На рис. 1.88 показаны экспериментальные термоЭДС для ряда 
металлов. 

 
 

Рис. 1.88. Температурная зависимость абсолютной  термоЭДС  
некоторых металлов 

 
Электронная термоЭДС в полупроводниках имеет гораздо 

большие значения, чем в металлах, так как электронный газ не вы-
рожден, и температурные изменения функции распределения зна-
чительнее.  

 
Решеточная термоЭДС 

 
Наряду с потоком заряда и электронной термоЭДС может про-

являться поток теплоты, переносимый «увлеченными» фононами – 
решеточная термоЭДС. Причина «увлечения» фононов – передача 
им импульса при электрон-фононных рассеяниях, преимуществен-
но в направлении дрейфа носителей заряда, в ходе нормальных 
процессов, для которых суммарный импульс сохраняется. Эту кар-
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тину существенно нарушают процессы переброса, при которых 
фононы испускаются более всего в направлении, противоположном 
направлению тока носителей заряда. 

Особенно значительна роль переброса в металлах, так как в вы-
рожденном электронном газе переходы с малым изменением энер-
гии происходят при начальном и конечном состояниях электрона 
вблизи поверхности Ферми, которая может быть близка к границам 
зоны Бриллюэна, так что относительно малого импульса фонона 
достаточно для выхода за пределы этой зоны, т.е. для осуществле-
ния процесса переброса. 

В невырожденных полупроводниках при DT << Θ  возбуждают-
ся акустические фононы также с малыми волновыми числами, и 
процессы переброса происходят редко. В полупроводниках термо-
ЭДС значительно выше, чем в металлах. Знак решеточной термо-
ЭДС совпадает со знаком носителя заряда. 

 
Гальваномагнитные явления 

 
Гальваномагнитные явления – это совокупность эффектов, свя-

занных с воздействием магнитного поля на электрические свойства 
твердых тел. 

Электропроводность анизотропного кристалла является в общем 
случае тензором, и гальваномагнитные явления можно трактовать 
как изменение этого тензора под действием магнитного поля, при-
водящего к искривлению траекторий электронов между столкнове-
ниями с радиусом кривизны ( )*

др 0r m v eB= . Особенно сильно 
сказывается влияние магнитного поля при критических значениях 
индукции 0B , когда радиус r становится величиной одного порядка 
с длиной свободного пробега el . В этом случае искажение траекто-
рии настолько велико, что изменяется механизм рассеяния элек-
тронов. Критическая напряженность поля для большинства ве-
ществ очень высока ( 7 11

кр 10 ...10 А мH ≈ ), и в реальных полях 

( 610 А мH = ) искривление траекторий электронов незначительно. 
Однако у ряда веществ (например, в Bi) значение крH  значительно 
ниже и магнитное поле резко изменяет тензор электропроводности. 
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Гальваномагнитные явления подразделяют на продольные и по-
перечные в зависимости от того, в каком направлении они прояв-
ляются относительно вектора электрического поля. К поперечным 
гальваномагнитным явлениям относят эффекты Холла и Эттинс-
гаузена, к продольным – изменение продольного сопротивления в 
магнитном поле и эффект Нернста. 

 
Эффект Холла 

 
Эффект Холла заключается в возникновении поперечного элек-

трического поля HE  в кристалле, по которому протекает ток I, при 
помещении его во внешнее магнитное поле В0, перпенди-
кулярное I. Поле HE  перпендикулярно I и В0, а его напряженность 
пропорциональна силе тока и индукции магнитного поля. 

Физическую природу эффекта Холла легко понять с помощью 
кинетического подхода, анализируя движение свободных электро-
нов в скрещенных электрических и магнитных полях (как в газовой 
плазме). Известно, что в поле на движущуюся частицу действует 
сила Лоренца [ ]л e=F B, v , перпендикулярная скорости. Чтобы 
скомпенсировать вызванное этой силой отклонение носителей за-
ряда, требуется наложение поперечного электрического поля 

 [ ] ( )[ ][ ], 1 ,H ne= =F B v B j ,  (1.54) 
возникающего в результате появления нескомпенсированных заря-
дов на поверхности тела. Две указанные поперечные силы компен-
сируют одна другую, и носители тока движутся под действием 
лишь продольного электрического поля. 

ЭДС Холла обратно пропорциональна концентрации n носите-
лей тока, поскольку при той же плотности тока с падением n растет 
средняя скорость, т.е. увеличивается относительное влияние маг-
нитных сил. 

Имеется и качественное, и количественное соответствие между 
проявлениями эффекта Холла в плазме твердого тела и в газовой 
плазме: формула (1.54) применима в обоих случаях. Если ⊥B j , то 

поперечное поле (поле Холла) ( )*
H e m R= τ σ =F jB jB , коэффици-

ент Холла в данном приближении ( ) ( )* 1H e m ne= τ σ ≈F . При вы-
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ходе за рамки модели свободных электронов появляется зависи-
мость R от особенностей поверхности Ферми и индукции магнит-
ного поля, наиболее заметная при низких температурах. B ферро-
магнетиках ЭДС Холла определяется суммой 0 sR B R I+ , где 0R  – 
обычный, или нормальный, коэффициент Холла; В – индукция маг-
нитного поля; sR  – аномальный коэффициент Холла; I – намагни-
ченность образца. При комнатных температурах в ферромагнети-
ках sR  на один-два порядка больше 0R  и существенно зависит от 
температуры (часто наблюдается корреляция между поведением 

sR  и квадратом электросопротивления). Ниже приведены данные 
для коэффициента Холла в парамагнитной области. 

У металлов значение R имеет порядок 1010 м3/Кл, эффект Холла 
проявляется слабо, аномально большие значения постоянной Холла 
имеют металлы V группы (Bi, Sb, As) – до 10–6 м3/Кл. У полупро-
водников R достигает 102 м3/Кл. При наличии носителей заряда 
обоих знаков ( )( ) ( )22 2/ .h h e e h h e eR A e n n n n= μ − μ μ + μ  

При рассмотрении эффекта Холла в полупроводниках следует 
учитывать зависимость длины пробега l электронов от энергии (так 
как перенос осуществляется электронами с широким спектром Е): 

( )R A en= ± , 

где А – постоянная, учитывающая энергетическую зависимость l, 
А ~ 1 для вырожденного газа, а для невырожденного 

( ) ( )[ ]23 2 3/2 2
4

A r r= πΓ + Γ + ; 

здесь Г – гамма-функция, r имеет то же значение, что и в (1.54); 
так, для рассеяния на ионах (r = 2) А = 1,93. 

Плотность тока связана с параллельной составляющей электри-
ческого поля: 

|| = σE j . 

Для дырок справедливы аналогичные закономерности, но из-за 
другого знака заряда (или *

hm ) направление ЭДС Холла противопо-
ложно. 
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Эффект Эттинсгаузена 
 

Эффект Эттинсгаузена заключается в появлении поперечного 
градиента температуры при протекании тока I в магнитном поле 
⊥B I . Причина в том, что реальный электронный газ в кристалле 

имеет некоторое распределение по скоростям, на более быстрые 
электроны действует большая отклоняющая сила магнитного поля, 
и они могут преодолеть силы поперечного электрического поля 
Холла. Медленные электроны, на которые действует меньшая от-
клоняющая сила Лоренца, не могут преодолеть силу HeE  и сме-
щаются к противоположной стенке образца. В результате происхо-
дит разделение электронов в поперечном направлении в зависимо-
сти от их скорости, и вследствие обмена энергией электронов с ре-
шеткой (быстрые электроны отдают энергию, а медленные увели-
чивают ее за счет решетки) в поперечном направлении появляется 
градиент температуры [ ]0,T P∇ = I B , где Р – коэффициент Эттинс-
гаузена. Поперечный перепад температур невелик (обычно он не 
превышает долей градуса). 

При помещении вещества в магнитное поле изменяется про-
дольная составляющая электропроводности. Это явление называют 
магнитосопротивлением (магниторезистивным эффектом, эф-
фектом Гаусса). Магнитное поле вызывает искривление траекто-
рий электронов проводимости, и если вдоль искривленной траек-
тории длина свободного пробега останется прежней, то в направ-
лении электрического поля она уменьшится, а следовательно, 
уменьшится и электропроводность; ее изменение связано с индук-
цией магнитного поля и подвижностью носителей заряда соотно-
шением ( )2

0 .nC BΔσ σ = − μ  Магнитосопротивление в отличие от 
эффекта Холла является четной функцией относительно магнитно-
го поля (изменение направления вектора B0 на противоположное не 
влияет на Δσ ). Коэффициент С определяется механизмом рассея-
ния носителей заряда и равен ( )9 16 π  для ионных кристаллов. Для 
примесных полупроводников 10C = π  в атомных решетках и 

0,96C =  в ионных. Измеряя зависимость Δσ  от В0, определяют 
подвижность носителей заряда. 
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Значение Δσ σ  для металлов невелико, однако у Bi это отноше-
ние может достигать 200 %, и по его изменению измеряют магнит-
ные поля. Для полупроводников отношение Δσ σ  изменяется в 
широких пределах в зависимости от их типа (от средних значений 

2 1010 ...10− −  до нескольких единиц). B полях напряженностью выше 
106 А/м зависимость Δσ σ  от В0 отклоняется от квадратичной, и 

Δσ σ  пропорционально 0 ,mB  где 1 < m < 2. 
Распределение электронов по скоростям сказывается на степени 

их смещения магнитным полем. Медленные электроны сильно «за-
кручиваются» и не могут пройти вдоль всего образца в отличие от 
более быстрых электронов, создается продольный градиент темпе-
ратуры T x∂ ∂ , пропорциональный 2

0 y xB I  (эффект Нернста).  
 

Термомагнитные явления 
 

К термомагнитным явлениям относят эффекты, возникающие 
при воздействии магнитного поля на вещество, в котором сущест-
вует градиент температуры. Здесь также выделяют продольные и 
поперечные эффекты (по отношению к направлению градиента 
температуры). 

B кристалле с разными температурами граней встречные диф-
фузионные потоки носителей заряда отклоняются магнитным по-
лем в разные стороны, а поскольку они имеют разные тепловые 
скорости, появляется поперечный градиент температуры (эффект 
Риги – Ледюка). Кроме того, более быстрые электроны, движущие-
ся от горячей грани, слабее отклоняются полем, тогда как движу-
щиеся им навстречу от холодной грани медленные электроны по-
лучают большее смещение, создавая поперечный градиент концен-
трации и поперечное электрическое поле (поперечный эффект 
Нернста – Эттинсгаузена). Так как искривление траекторий в 
магнитном поле приводит к уменьшению длины свободного пробе-
га вдоль образца, уменьшается и продольная составляющая элек-
тронной теплопроводности (эффект Маджи – Риги – Ледюка). Ис-
кривление траекторий сказывается также на средней энергии элек-
тронов, в результате изменяется термоЭДС (продольный эффект 
Нернста – Эттинсгаузена). 
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1.5. Быстрые частицы в твердом теле 
 

1.5.1. Движение быстрых электронов в твердом теле 
 
В твердом теле надтепловые ( )2 /2e BE mv k T=  электроны 

движутся как квазичастицы, испытывая упругие рассеяния, изме-
няющие лишь направление скорости; ионизующие неупругие 
столкновения, порождающие электрон-дырочные пары, т.е. увели-
чивающие число квазисвободных электронов (вторичных); неупру-
гие столкновения, не приводящие к образованию свободных носи-
телей заряда. Электроны также могут рекомбинировать с дырками 
или заряженными дефектами и выходить за пределы твердого тела. 
Торможение электрона при взаимодействии с твердым телом опи-
сывают длиной потери энергии: 

( )dE dx E l− = . 
 

Электрон-электронные и электрон-плазмонные  
неупругие соударения. Валентные оболочки металлов 
 
При движении по плотному электронному газу электрон рассеи-

вается на электронах в парных соударениях, а также порождает 
коллективные элементарные возбуждения – плазмоны (рис. 1.89). 
Для относительно невысоких энергий E1 /EF ≤  25 (т.е. E1 < 100 эВ) 

( ) ( ) ( ) ( ){ }
( )[ ]

1 2 121 3 2 * 1 2 1 2
1 1

1 3

1,47( ) 1 1 ,

4 9

e F F e

s

l E E E E m tg

r

−− ⎡ ⎤= β − β +β +β⎣ ⎦

β = π π
 

( 1
el
− – в нанометрах; 1,  FE E  – в электрон-вольтах); здесь sr  – сред-

нее расстояние между электронами, выраженное в единицах радиу-
са Бора, ( )( )304 3 1s er a nπ = . При энергиях 1 F plE E E> +  (где 

pl plE = ω  – энергия плазмона) длина пробега электронов при ге-
нерации плазмонов 
 

( ) ( ){ }1 2 1 21 2 1 2
0 1 110,2 ln lnpl pl F pl plFl a E E E E E E E E⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + − − − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ . 
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Рис. 1.89. Длина взаимодействия электрон-электрон (а) и электрон-

плазмон (б) в Al в зависимости от энергии электрона 
 

Возбуждение внутренних электронных оболочек.  
Формула Бора. Закон торможения Бете 

 
Если электрон имеет энергию, достаточную для возбуждения 

внутренних оболочек, то торможение его связано с парными и кол-
лективными возбуждениями внутренних электронов, т.е. с рожде-
нием электрон-дырочных пар (новых свободных электронов) и с 
возбуждением плазмонов по электронам этих оболочек (рис. 1.90). 
Анализ приводит к формуле Бора: 

( ) ( )2 2
2 1 1

,
4 ln 2nl nl

n l
d E dx n v N v I− = π ∑ ,                (1.55)*1 

где 2n  – концентрация атомов; nlN  – число электронов на оболоч-
ке с главным и орбитальным квантовыми числами n и l; nlI  – энер-
гия ионизации для этой оболочки, суммирование проводят по обо-
лочкам с ( )2

14 2nlI mv<  (т.е. при увеличении 1v  во взаимодействие 
последовательно включаются все новые оболочки). Формула Бора 
пригодна также для описания торможения вследствие ионизации 
валентных оболочек и возбуждения плазмонов в полупроводниках 
и диэлектриках при p gE E≥ Δ . При E > nlI  формула Бора неточна, 
                                                 

1
 Звездочкой помечены формулы, записанные в атомной системе     

единиц. 
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так как не учитывает индивидуальных особенностей строения обо-
лочки nl; уточнение связано либо с подробными квантово-
механическими расчетами, либо с использованием полуэмпириче-
ских зависимостей. 

В соответствии с моделью атома Томаса – Ферми, число элек-
тронов с v < v1 равно ( ) 1 3 *

1 12n v Z v= , где Z2 – заряд ядра атома. Из 
(1.55) следует выражение для dE/dx: 

 1 3
2 122 4dE dx n Z v− = π . (1.56)* 

При высоких энергиях электронов суммирование в (1.55) прово-
дят по всем оболочкам; в этом случае (если среднюю энергию    
ионизации атома iI  определить из формулы 2 ln ln )i nl nl

nl
Z I Z I=∑  

из (1.56)*  следует формула Бете: 
 ( ) ( )2 2

2 2 1 14 ln 2 idE dx n Z v v I⎡ ⎤− = π⎣ ⎦ .         (1.57)* 

 
Рис. 1.90. Зависимости тормозной 
способности электрона от энергии 
для различной плотности электрон-
ного газа n 

Рис. 1.91. Полуэмпирическая 
зависимость Ii  от заряда Z 

 
Для оценки iI  (эВ) используют полуэмпирическую зависимость 

Блоха iI ≈ 13,6 Z2 или экспериментальные данные (рис. 1.91). Если 
ввести безразмерные параметры 

( )2 2
1 2 2 12 , 4 4 ,i iE mv I K n Z v I Kx⎡ ⎤′ = = ξ =⎣ ⎦ ,        (1.58)*  
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то формулу Бете – Блоха можно записать в универсальном для всех 
веществ виде:  ln .dE d E E′ ′ ′ξ = −  
 

Релятивистские электроны 
 
Для релятивистских электронов (E >> 1 МэВ) выражение (1.57) 

преобразуется к виду (формула Фано): 

 
( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2 2
1 2 2 1

21 2 1 22 2 2 2

4 {ln 2 ln 1 1

2 1 1 ln 2 1 1 1 8},

idE dx v n Z v E I⎡ ⎤ ⎡ ⎤− = π + −β −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −β − +β + −β + − −β⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 1 1 137v c vβ = = . (1.59)* 

 
Электрон-ионное взаимодействие.  

Дифракция электронов на ионах в кристаллах 
 

Дебройлевская длина волны при eE < 10 МэВ  D aλ ≥ , поэтому 
при движении электронов возникают квантово-механические ди-
фракционные эффекты: вследствие брэгговского отражения и ин-
терференции с падающей 
волной в кристалле обра-
зуются стоячие волны (рис. 
1.92) с пространственно 
неравномерной плотностью 
вероятности нахождения 
высокоэнергетичных элек-
тронов 2

1 .ψ  Суммарная 

плотность 2
2ψ  электронов 

тела, валентных и внутрен-
них, также пространствен-
но неоднородна (она суще-
ственно выше вблизи ядер). 
Поэтому в тех случаях, когда минимумы 2

1ψ  соответствуют узлам 
решетки, эти электроны при движении по кристаллу встречают го-
раздо меньшее сопротивление из-за электрон-электронного рассея-
ния. В этом и состоит причина каналирования электронов, т.е. ано-

Рис. 1.92. Фазовое соотношение для
двух возбуждаемых в кристалле волн 
(сплошные и штриховые линии в на-
правлении kG находятся в противофазе)
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мально больших длин пробега элек-
тронов в определенных направлениях 
распространения. Интерференционные 
эффекты приводят к появлению немо-
нотонной зависимости интенсивности 
прохождения пучка при изменении 
длины образца (рис. 1.93).  
 
Каналирование релятивистских 

электронов 
 

При eE > 10 МэВ  D aλ <  быстрые 
электроны можно рассматривать как 
классические частицы и может проис-
ходить такое же каналирование, как и 
при движении положительных ионов 
(см. ниже), но вместо отталкивания от цепочек ионов происходит 
притяжение. В результате проекции на поперечную плоскость тра-
екторий электронов, движущихся под малыми углами к направле-
ниям цепочек атомов в кристаллах, совершают движение по траек-
ториям, напоминающим спирали или синусоиды (рис. 1.94); при 
этом столкновения происходят значительно реже, чем при хаотиче-
ском расположении атомов или при движении под произвольными 
углами к кристаллографическим направлениям. 
 

 
 

Рис. 1.94. Проекция траектории каналирования электронов с энергией 
10 МэВ вдоль оси <110> Cu: для малого (а), среднего (б) и большого (в) 
угловых моментов 

 
 

Рис. 1.93. Зависимость 
интенсивности I электрон-
ного пучка от толщины L в 
кристалле клинообразной 
формы 
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Электрон-фотонное взаимодействие 
 
При движении быстрых элек-

тронов в твердом теле испускаются 
фотоны (рентгеновские и гамма-
кванты). Причина этого, во-первых, 
в фоторекомбинации электронов и 
дырок, образовавшихся при иони-
зации внутренних оболочек, и, во-
вторых, в отличии движения элек-
тронов от прямолинейного равно-
мерного; при ускорении заряжен-
ных частиц, согласно классической 
электродинамике, испускается 
электромагнитное излучение, мощ-
ность которого 

( ) ( )23 2 22 3 .S c t⎡ ⎤= ∂ ∂⎣ ⎦ r   (1.60)* 

При 2E mc<<  тормозная способность с учетом энергии на тор-
мозное излучение 
 ( ) 2

2 216 3 137dE dx n EZ− = ,  (1.61)* 

где 0a  – радиус Бора. При 2E mc>>  

 ( ) ( ){ }2 2
2 24 137 ln 2 1 3dE dx n EZ E c⎡ ⎤− = −⎣ ⎦ .   (1.62)* 

При 220E mc≥ ~ 10 МэВ тормозная способность, связанная с 
излучением, становится больше одноэлектронного возбуждения 
(рис. 1.95). 

 
Тормозная способность в соединениях 

 
При относительно высоких энергиях первичных электронов, ко-

гда несущественно взаимодействие с валентными электронами, 
соединения, состоящие из атомов различных элементов, рассмат-
ривают как смеси элементов, а тормозную способность считают 
равной сумме ее значений для составляющих (правило Брэгга): 

( ) ( ) ii
i

dE dx dE dx CΣ− = −∑ , 

Рис. 1.95. Энергетические за-
висимости сечений одноэлек-
тронного возбуждения и тор-
мозного излучения Pt 
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где ( )idE dx  – тормозная способность атомов элементов i при кон-
центрации, равной концентрации атомов в соединении; iC  – пар-
циальная доля этого элемента 1i

i
C =∑ . Правило Брэгга справедли-

во и для валентных оболочек, если они в соединении не подверга-
ются сильной модификации. 

 
Упругое рассеяние электронов на фононах 

 
Оно связано с электростатическим взаимодействием с полем 

внутри решетки. Высокоэнергетичные электроны отражаются лишь  
от глубоких потенциальных воронок в непосредственной окрестно-
сти решеточных остовов, где поле близко к кулоновскому, и для 
рассеяния электрона на ионе применима формула Резерфорда: 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 4 2
2 14 cosec 2 , 2B B Z vσ θ = θ = .         (1.63)* 

При таком отражении небольшая часть энергии и импульс пере-
даются решетке, т.е. рождается фонон, так как 0,1EΔ =  эВ, а 

2 5
1 10 ...10EΔ =  эВ; такое рассеяние считают упругим. Однако из-

менение импульса (квазиимпульса) электрона при рождении фоно-
на может быть очень большим (с учетом процессов переброса Пай-
ерлса), и электроны могут отклоняться на большие углы рассеяния 
(в обратном направлении). 

 
Общая картина взаимодействия пучка электронов  

с твердым телом 
 
Попадающий в твердое тело быстрый электрон испытывает 

практически упругие рассеяния на фононах на большие углы и не-
упругие рассеяния на электронах, сопровождающиеся появлением 
новых квазисвободных носителей заряда с меньшей энергией. Тор-
мозная способность имеет максимум, положение и величина кото-
рого зависят от электронной плотности среды (см. рис. 1.90): с уве-
личением 1E  до максимума (при maxE ) рост E x∂ ∂  связан с тем, 
что расширяется число возможных неупругих переходов и элек-
тронных возбуждений (последовательно включаются взаимодейст-
вия с валентными и все более глубокими электронными оболочка-
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ми); при E > Emax на первый план выходит уменьшение сечений 
взаимодействия быстрого электрона с электронным газом. В ульт-
рарелятивистском случае 2 ,E mc  рост длины свободного пробе-
га ограничивается потерями на излучение жестких рентгеновских и 
гамма-квантов. В кристаллах может происходить каналирование 
электронов в определенных кристаллографических направлениях. 
При своем движении в твердом теле высокоэнергетичный электрон 
с энергией E > Emax на начальном отрезке пути тормозится относи-
тельно слабо, а при приближении E к Emax быстро отдает свою 
энергию, так что максимум плотности энерговыделения находится 
не на поверхности, а внутри тела. 

Из-за многочисленных рассея-
ний (обычно малоугловых на элек-
тронах и рассеяний на большие уг-
лы на фононах) траектория первич-
ного  электрона  имеет  сложную 
статистически нерегулярную форму 
с ветвлениями (вследствие воз-
буждения вторичных электронов) 
(рис. 1.96). 

Глубина проникновения элек-
тронов связана со статистическим 
усреднением по траекториям и по-
этому не может быть однозначно 
охарактеризована одним парамет-
ром. На рис. 1.97 показаны харак-
терные распределения электронов 
по глубине х. Кроме нормального 
пробега xNR , соответствующего ослаблению электронного потока 
в е раз, используют максимальный пробег maxxR , на котором ток 
первичных электронов практически прекращается, применяют 
также экстраполированный пробег ЭxR , который получают экстра-
поляцией линейного участка распределения по глубине потока 
электронов ( )xγ = γ  (см. рис. 1.97). Вводят и наиболее вероятный 
пробег xR ω , соответствующий максимуму производной потока 

 

Рис. 1.96. Рождение вторич-
ных электронов и функция
плотности возбуждения ис-
тинно вторичных электронов 
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электронов, отнесенный к начальному потоку xd dxγ , и средний 
пробег срxR , 

( )р
0 0

xс x xR x d dx dx d dx
∞ ∞

= γ γ∫ ∫ . 

 

              
Рис. 1.97. Зависимость коэффициентов прохождения  электронов в Cu  

от их энергии  (а) и от толщины пленки (б) 
 
Для каждого вещества форма распределения ( )xγ = γ  почти не 

меняется при вариации начальной энергии падающих частиц 1E  в 

пределах 3 610 ...10  эВ, и его аппроксимируют эмпирической фор-
мулой 

 ( )exp p
x xNx R⎡ ⎤γ = −⎣ ⎦ , (1.64) 

где xNR  зависит от вещества мишени и 1E , а значение р, опреде-
ляемое свойствами мишени, находят из эмпирической зависимости 

2 2 23,7 / lgp Z A Z=  

(A2 – атомный вес мишени). С помощью (1.64) легко выразить про-
беги через один из них, например xNR : 

( )[ ]1max minln 1 ,p
x xR = γ  

( ) ( )( ) ( )( )1
Э ср1 ,  1 ,  1p

x xN xw xN x xNR p R p R p p R R p p R= + = − = Γ + ; 

здесь minxγ – значение xλ , которое можно считать практически 
нулевым в некотором конкретном случае; Г(у) – гамма-функция. 
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Значения xNR  определяются, с одной стороны, средней длиной 
траектории электронов до полного торможения 

( )
1

1

0

E

R dE dx dE−
ξ = −∫ ,    (1.65) 

с другой – отклонениями траек-
тории от прямолинейной, связан-
ными с рассеяниями на ионах ре-
шетки. Из экспериментальных 
данных следует зависимость про-
бега от коэффициента неупругого 
отражения η: 

( )max 0,95 1,1xR Rξ= − η .  
Значение Rξ  определяют интег-
рированием (1.65): полагая, что 
тормозная способность описыва-
ется законом Бете – Блоха 
(рис. 1.98). 
 
 
 

Энерговыделение в твердом теле 
 
Большая часть энергии поглощенных телом быстрых электронов 

преобразуется в конечном счете в теплоту, т.е. происходит нагрев 
приповерхностных слоев. Распределение мощности поглощенной 
энергии электронного пучка по глубине зависит от ( dE dx− ) и ве-
роятности рассеяния, определяющей характер формы траекторий 
электронов. Это распределение аппроксимируют функцией Гаусса 

( ) ( ) ( )2 22exp expm m m m mG x G x x x G x x⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − − Δ = − Δ −ℵ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ , 

где mx  – координата максимума мощности; mxΔ  – полуширина 
распределения; m mx xℵ= Δ ; необходимые параметры находят из 
эмпирических соотношений 

( ) ( )max max2 2m x m xx R x RΔ = − = +ℵ , 

 
Рис. 1.98. Зависимость макси-
мального (сплошные линии) и 
нормального пробега электро-
нов от энергии для Al (1), Cu (2), 
Au (3) 
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0,650,16m mx x −ℵ= Δ = η ; 

значение mG  определяют нормировкой на суммарную поглощен-
ную энергию: 

( ) ( )[ ]{ }2
12 1 0,5 0,4 1 erfm mG E x= − η− η πΔ + η , 

где ( ) ( ) 2

0

erf 2
y

yy e dy−= π ∫  – функция ошибок. 

В случае относительно узких пучков диаметром maxd R<< , ко-
гда задачу нельзя считать плоской, пространственное распределе-
ние энерговыделения приближенно определяют в предположении, 
что источник тепловыделения представляет собой сферу с центром 
на глубине mx  от поверхности, плотность энергии в которой падает 
при удалении от центра по закону Гаусса: 

( ) ( )( )2 2 2 2, , expm m mG x y z G x x y z x⎡ ⎤′= − − + + Δ⎣ ⎦  

(оси y и z направлены вдоль поверхности из точки попадания пуч-
ка). mG′  также находят из условий нормировки: 

( ) ( ) ( )[ ]{ }32
12 1 0,5 0,4 1 erfm mG E x′ = − η− η πΔ + η , 

параметры mx  и mxΔ  задаются теми же формулами, что и для 
плоского случая. 
 

 
1.5.2. Движение быстрых ионов в твердом теле 

 
Быстрый ион в твердом теле взаимодействует в парных соуда-

рениях с ионами решетки и электронами, валентными и внутрен-
ними, а также порождает коллективные возбуждения ионов (фоно-
ны) и электронов (плазмоны). Для медленных ионов возможно 
также многочастичные взаимодействие с атомами среды. Упо-
рядоченное  расположение  ионов  в  кристалле  вносит  анизотро-
пию.  
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Ион-ионные столкновения 
 
Сечения столкновений быстрого иона с атомами твердого тела в 

первом приближении рассматривают в рамках тех же моделей, что 
и кулоновские столкновения изолированных заряженных частиц. 
Сечение кулоновского рассеяния на углы ... dθ θ + θ  определяется 
формулой Резерфорда: 

( ) ( ) ( )
22 2 4

1 2 12 cosec 2d Z Z e Mv d⎡ ⎤σ θ θ = θ θ⎣ ⎦ ,       (1.66) 
 

где ( )1 21 1/ 1/M M M= +  – приведенная масса; v1 – скорость быст-
рого иона; Z1, Z2, М1, М2 – зарядовые числа и массы ионов. Соот-
ветствующие сечения передачи энергии ...E E d EΔ Δ + Δ  

( ) ( ) ( ) ( )22 2 2
1 2 1 max4 2E d E Z Z e Mv E E d E⎡ ⎤σ Δ Δ = π Δ Δ Δ⎣ ⎦ ,   (1.67) 

где ( )2
max 1 2 1 24E M M E M MΔ = + – максимальная величина пере-

даваемой энергии, 2
1 1 2E M v= . Из законов сохранения импульса и 

энергии следует, что при 1 2M M>>  быстрый ион рассеивает ионы 
твердого тела, отклоняясь на небольшие углы; при 1 2M M<<  он 
может рассеиваться на углы до 180° (более подробно см. гл. 2). 
Рассеяния на неэкранированном поле ядра преобладают при боль-
ших энергиях ионов  

( ) ( )2 2 2 2/3 2/3 *
1 1 2 1 2 1 24BE E Ry Z Z Z Z M M E> = + , 

где Ry = 13,6 эВ; *E – энергия, необходимая для выбивания иона из 
узла кристаллической решетки. 

На расстояниях больше или порядка характерного размера 
внутренних электронных орбит заряд ядра решетки, однако, экра-
нируется электронами (см. разд. 1.1), в этом случае считают, что 
потенциал взаимодействия описывается экранированным кулонов-
ским потенциалом  

 
2 2 2
1 2( ) Z Z e rU r

r a
⎛ ⎞= Φ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, (1.68) 

где Φ(r/a) – универсальная функция, одинаковая для любых пар 
взаимодействующих атомов; a – параметр экранирования, завися-
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щий от атомных номеров сталкивающихся частиц. Функцию      
экранирования можно аппроксимировать степенной функцией 
U(r) ∝ r 

–n, в которой  по мере уменьшения энергии частиц показа-
тель степени n увеличивается от n = 1  для неэкранированного ку-
лоновского потенциала до n = ∞  при очень малых энергиях, когда 
сталкивающиеся атомы можно рассматривать как абсолютно твер-
дые шары2. 

 
Торможение ионов за счет упругих соударений  

с атомами твердого тела 
 
Потери энергии за счет упругих соударений  при торможении в 

веществе определяются сечением соударения σ и переданной в нем 
энергией T: 

 
max

0 0
0

r

n
dE n Td n S
dx

− = σ =∫ , (1.69) 

где 0n  – концентрация атомов среды; nS  – сечение упругого (ядер-
ного) торможения (см. далее рис. 1.109), а также формулу (1.79)). 
Для диапазона средних значений энергий и атомных номеров стал-
кивающихся частиц, когда применима аппроксимация U(r) ~ r 

–2, 
интеграл (1.69) считается точно и приводит к формуле Линдхарда и 
Шарффа: 
 ( ) ( )( )2

2 1 1 2 1 22 ,vdE dx n M M M Z Z a′− = ξ π +     (1.70) 

 ( )2 2,7183 0,8853vξ = ⋅ , 

 ( ) 1 22 3 2 3
0 1 20,8853 .a a Z Z

−
′ = +  

 
Взаимодействие ионов с кристаллами.  

Каскадные процессы и повреждения решетки. Фокусоны 
 
При движении иона по телу в столкновениях с ионами решетки 

последним передаются порции энергии, которые могут многократ-
но превышать энергию *,E  необходимую для выбивания иона с 

                                                 
2 Более подробно с парными потенциалами взаимодействия атомных 

частиц можно познакомиться в пособии [20]. 
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его места в кристаллической решетке. Выбитый ион претерпевает 
столкновения с соседями, также передавая некоторым из них энер-
гию *,E EΔ >  так что появляются каскады соударений (рис. 1.99) и 
могут образоваться многочисленные дефекты решетки типа вакан-
сий и атомов в междоузлиях, которые локализованы в поврежден-
ной области. В ее центре преобладают вакансии, на периферии – 
междоузельные включения (рис. 1.100). 

 

Рис. 1.99. Начальная стадия 
развития каскада  столкно-
вений в Al (черный кружок –
первично выбитый атом) 

 

 
Рис. 1.100. Структура поврежденной 
области: 1 – обедненная зона; 2 – зо-
на, насыщенная внедренными ато-
мами (черные кружки); 3 – непов-
режденная кристаллическая решетка 

 
 Эта зона может охватывать значительную область кристалла, а 

число одновременно смещающихся атомов достигать примерно 
103. Движение выбитых атомов в правильном кристалле происхо-
дит анизотропно, преимущественно в направлениях, соответст-
вующих наибольшей атомной плотности (наименьшим межатом-
ным расстояниям). 

Это можно представить в виде цепочек замещающих столкнове-
ний либо в терминах движения по кристаллу фокусонов. Если фо-
кусон дошел до i -го атома цепочки, это означает, что атом полу-
чил импульс от ( )1i − -го атома и передает его ( )1i + -му, причем 
после прохождения фокусона ( )1i − -й атом остается в положении 
равновесия i -го узла, i -й в ( )1i + -м узле и т.д. Там, где энергия 
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фокусона становится меньше *,E  образуется дефект типа атома 
внедрения. Если цепочка ведет к поверхности кристалла, послед-
ний атом может покинуть твердое тело – см. (1.66). 

Условие образования 
фокусона в данном кри-
сталлографическом на-
правлении получают из 
рассмотрения модели 
цепочки шаров, послед-
нему из которых i  при-
дан импульс ip  под уг-
лом iα  к цепочке 
(рис. 1.101). Когда центр 
этого шара окажется в 
точке iO′ , произойдет 
столкновение i -го и 

( )1i + -го атомов, последний получит импульс 1i+p , направленный 
по линии 1i iO O +′  под углом 1i+α  к оси цепочки. На рис. 1.101 вид-
но, что ( ) ( )1sin sini i i+α + α α = ( )2a R . Отсюда можно получить 
угол направления импульса ( )1i + -го атома 1i+α : он равен или 
меньше iα , если ( )cos 4i a Rα ≤  – условие, при выполнении кото-
рого вектор передаваемого импульса все в большей степени ориен-
тируется по оси цепочки. Из этого условия следует, что наиболее 
вероятное проявление фокусировки наблюдается при малых значе-
ниях а, т.е. в направлениях наиболее плотной упаковки атомов в 
кристалле. 

 
Каналирование ионов 

 
Анизотропия расположения рассеивающих центров в кристал-

лах приводит к существенной зависимости тормозной способности 
первичных ионов от направления относительно кристаллографиче-
ских осей: имеются направления (прямые «каналы» между атом-
ными цепочками), при движении по которым быстрый ион не под-
ходит близко к ядрам атомов решетки, т.е. не испытывает тормо-
жения при ион-ионных соударениях. Такое движение – каналиро-

 
Рис. 1.101. К анализу образования  

фокусона на примере цепочки шаров 
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вание – возможно и при вхождении иона в канал не точно по оси, а 
под небольшим углом крϕ < ϕ , тогда ион многократно отражается 
от ионов цепочек, совершая поперечное движение, близкое к коле-
бательному (рис. 1.102, 1.78). Взаимодействие в этом случае носит 
характер упругого отражения от цепочки как целостного непре-
рывного рассеивающего объекта. Условие применимости непре-
рывного приближения таково: за время tΔ  наибольшего сближе-
ния быстрого иона с осью он взаимодействует с несколькими ато-
мами, успевая пролететь расстояние, большее межатомного, т.е. 

||v t aΔ > , где || cosv v= ϕ  – параллельная оси составляющая скоро-
сти; min min,   sin ,   t r v v v r⊥ ⊥Δ = = ϕ  – минимальное расстояние 
сближения, которое определяют из условия сохранения энергии 
поперечного движения 2 sinE E⊥ = ϕ : 

( ) 2
min sin ,U r E′ = ϕ  

( ) ( )U r U r dx a
∞

−∞

′ = ∫ ; 

здесь ( )U r′  – потенциал цепочки; ( )U r  – потенциал взаимодейст-
вия иона и атома; x – осевая координата. 
 

 
Рис. 1.102. Каналирование ионов в кристалле 

 
Критический угол каналирования Линдхарда крϕ  определяется 

таким значением крϕ , при котором ||v t aΔ = , при этом необходимо 
задаться конкретным видом внутриатомного потенциала ( )U r . 
При малых углах ϕ  (считая sin ~ϕ ϕ ) для потенциала вида U = A/r2 
(т.е. для не очень больших значений энергии 2 AE Eϕ < ) из приве-
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денных здесь соотношений можно получить выражение для крити-
ческого угла каналирования: 

 ( ) 1 32
кр ,A Ea⎡ ⎤ϕ = π⎣ ⎦      (1.71)* 

 где фактор ( )2/316 1/2 1/2
1 2 1 23,05 Z Z / Z Z .А −= +  Угол крϕ  растет при 

уменьшении межатомного расстояния в цепочке, т.е. каналирова-
ние происходит преимущественно вдоль кристаллографических 
направлений с наиболее плотным расположением атомов. 

При  каналировании  параллельно  заданной  оси  возможны   
два  типа  траекторий:  ограниченные  только  одним  каналом   

(гиперканалирование, см. 
рис. 1.103, а) и не-
ограниченные, со сво-
бодным  блужданием 
иона между каналами 
(см. рис. 1.103, б). При 
гиперканалировании кри-
тические углы вхожде-
ния меньше критическо-
го угла Линдхарда, по-
скольку они определяют-
ся потенциалом на гра-
нице между каналами. 

 
Блокировка 

 
При углах, больших крϕ , непрерывное приближение становится 

некорректным; следует рассматривать последовательные рассеяния 
на атомах цепочки (рис. 1.104). Быстрый ион претерпевает не-
сколько рассеяний на цепочке и затем покидает этот канал. При 
этом одно или два рассеяния происходят на относительно большие 
углы (около 10°), а остальные – на малые (примерно 1°) с малой 
потерей энергии. Траектория, конечная энергия и угол вылета при 
данных E и ψ  зависят от значения прицельного параметра (т.е. от 
того, нацелен первичный ион на ядро или между ядрами атомов 
цепочки),  рис. 1.105.  При  рассеянии непрерывного пучка полу-
чаются характерные распределения по энергиям (с двумя пиками, 

 

 
Рис. 1.103. Проекции траектории ионов
при каналировании в Cu <100> (а)  и в Cu
<110> (б) 
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один из них соответствует одно-
му, другой – двум рассеяниям на 
большие углы) и по углам (огра-
ниченное как минимальным, так 
и максимальным углами, 
рис. 1.106). Ограничение угла 
вылета сверху объясняется тем, 
что ион не может подойти к ато-
му на достаточно близкое рас-
стояние из-за отклоняющих ма-
лоугловых столкновений с пре-
дыдущими атомами цепочки 
(«блокировка на входе»), снизу – 
из-за отклонения последующими 
атомами («блокировка на выхо-
де»). 

Наличие минимального угла 
вылета делает практически не-
возможным движение иона после 
рассеяния параллельно цепочке: 
происходит рассеяние на углы 
порядка соответствующего зер-
кальному отражению, причем 
распределение по углам сдвинуто 
в сторону больших углов рассея-
ния (см. рис. 1.106).  

Ион практически не может 
выйти в направлении оси канала, 
т.е. на соответствующем распре-
делении прошедших через кри-
сталл ионов в точках – проекциях 
кристаллографических направле-
ний – образуются тени (эффект 
блокирования, рис. 1.107). Более 
слабые тени образуются на про-
екциях кристаллографических 
плоскостей. При наличии много-
численных дефектов решетки 

Рис. 1.104. Рассеяние частицы на
цепочке атомов 
 

 
Рис. 1.105. Периодическая зави-
симость от угла рассеяния θ от 
первого прицельного параметра 
p1 для разных углов падения 
 

Рис. 1.106. Зависимость макси-
мального и минимального углов
вылета β для различных началь-
ных энергий E0 
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эффект блокировки не проявляется. 
Смазывается картина теней и теп-
ловых колебаний решетки при вы-
соких температурах. 

 
Деканалирование 

 
По разным причинам частицы 

могут выходить из режима канали-
рования (деканалирование), и в иде-
альном кристалле деканалирование 
может происходить из-за неупругих 
рассеяний на электронах, плазмонах 
и колебаний решетки. 

Наличие небольших возмущений 
энергии поперечного движения де-
лает траекторию каналируемой час-
тицы случайной, так что имеется 
конечная вероятность «диффузии» 
иона в поперечном направлении, 
т.е. деканалирования; она увеличи-
вается при росте температуры 
(рис. 1.108) и числа дефектов струк-
туры. 

 
Торможение ионов  
на электронах 

 
При соударениях с электронами 

быстрые ионы теряют энергию ма-
лыми порциями и рассеиваются на 
малые углы; это диктуется закона-
ми сохранения импульса и энергии 
при парных соударениях тел с резко 
различающейся массой 2 eM m>> . 
Поэтому для описания этих процес-
сов применимы понятия о непре-
рывном торможении. 

Рис. 1.107. Эффект теней при
отражении протонов от моно-
кристалла Au (темные полосы
указывают на ослабление ин-
тенсивности отраженного
пучка ионов вследствие эф-
фекта блокировки входящих 
ионов атомными плоскостя-
ми) 
 
 

Рис. 1.108. Доля χ деканали-
рованных протонов с энерги-
ей 1,6 МэВ в Si <110> в зави-
симости от глубины проник-
новения 
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Низкоэнергетичные ионы. Модель Фирсова 
 

При малых скоростях ( ) 2 3 2/32
2 2i Bv e Z v Z<< ≡  тормозная способ-

ность иона хорошо описывается моделью Фирсова, где передача 
импульса объясняется тем, что при подходе к атому решетки быст-
рый ион захватывает электрон, увлекает его с собой, придавая им-
пульс порядка mev, и затем «возвращает» этот электрон атому на 
возбужденный уровень; в последнем акте импульс отдачи отсутст-
вует. 

В модели Фирсова анализируется обмен электронами между 
атомом и ионом, причем для нахождения ( )d mv dt  рассматривает-

ся односторонний поток электронов ,eN +  которые в ходе своего 
движения по орбиталям пересекают плоскость, равноудаленную от 
обоих ядер; в направлении от атома к иону эти электроны приобре-
тают дополнительный импульс (равный 1em v ) и энергию; обратный 
поток электронов не оказывает воздействия на движение иона. Ре-
зультирующее соотношение для элементарной порции энергии, 
теряемой при пролете иона на расстоянии 0R  от атома, имеет вид  

( ) ( ) ( )5/3 1/3
1 1 2 1 2 01/2 0,7 1 0,16E v Z Z Z Z R⎡ ⎤−Δ = ⋅ + + +

⎣ ⎦
. (1.72)* 

Существенно, что ΔE и dE/dx ~ 1v . Такая же зависимость от 1v  
получается и в других моделях: 

 ( )1/32 32/3
1 2 1 1 28 ,edE dx nZ Z v Z Z− = ζ π +  (1.73)* 

1/6
1 1 2e Zζ ≈ ≈ −  

(формула Линдхарда – Шарффа – Шиотта); 

 7 3 2 2 3
1 10,32dE dx Z v n− = π            (1.74)* 

(формула Хитагавы – Оцуки).  
Зависимости от зарядов ядер атомов мишени и быстрого иона в 

формулах (1.72) – (1.74) несколько различаются между собой и не 
всегда согласуются с экспериментом. 

Для анализа упругого и неупругого торможения часто пользу-
ются подходом, позволяющим описать указанные процессы в уни-
версальных безразмерных единицах энергии ε  и пробега ρ: 
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( )

2
0 1/ 22 / 3 2 / 31 2 1 2 1 2

132,5 ME
M M Z Z Z Z

⎡ ⎤
⎛ ⎞ ⎢ ⎥ε = ⋅⎜ ⎟ ⎢ ⎥+⎝ ⎠ +⎢ ⎥⎣ ⎦

, (1.75) 

 
( ) ( )

16 1 2
0 2 2 / 3 2 / 3

1 21 2

12,75 10 M MR n
Z ZM M

−
⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ρ = ⋅ ⋅ ⋅
⎢ ⎥⎢ ⎥ ++⎣ ⎦ ⎣ ⎦

,  (1.76) 

где 0E  − энергия; кэВ, R – 
пробег, см; n0 – плотность ато-
мов среды, см–3; M1, M2 и Z1, 
Z2 – массы и атомные номера 
налетающей частицы и атома 
мишени соответственно. В 
этом представлении кривая для 
упругого торможения Sn 
(рис. 1.109) является универ-
сальной для различных комби-
наций ион-мишень, а коэффи-
циент пропорциональности в 
формуле для неупругого тор-
можения  

 –dε/dρ = ke ε1/2       (1.77) 
может быть вычислен по формуле: 

( )

3 / 2
3 / 21/ 2 1/ 2

1 2 1 2
3/ 4 3 / 2 1/ 22 / 3 2 / 3

21 2 1

)
.

(
0,0793

MZ Zk
MZ Z

M
e e

M

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥+⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

= ⋅ξ ⋅     (1.78) 

Сечение упругого торможения часто аппроксимируется форму-
лой: 

        ( ) ( )
( )

6 / 5
1/ 2 1/ 2

ln 2,7
3,4

1 6,35 6,9 1,7
nS

ε +
ε = ⋅ ε

+ ⋅ε + ε ⋅ ⋅ ε −
.  (1.79) 

 

 

 
Рис. 1.109. Упругие Sn и неупругие
Se (ke = 0,15) потери энергии в без-
размерных значениях энергии ε и
пробега ρ, в соответствии с (1.75),
(1.76) и (1.77) 
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Высокоэнергетичные ионы. Формула Бете – Блоха 
 

При высоких скоростях 2 3
1 2Bv v Z>>  (т.е. скоростях, превы-

шающих скорости и валентных, и внутренних электронов атомов) 
быстрый ион возбуждает электроны как в парных соударениях  
(ионизация внутренних оболочек), так и в коллективных процессах 
(возбуждение плазмонов). Средняя энергия возбуждения 

2E RyZΔ ≥  определяется внутренними свойствами электронной 
подсистемы кристалла и не зависит от энергии первичного иона, 
так что тормозная способность для парных соударений в первом 
приближении определяется произведением EΔ  на число рассе-
ивающих атомов и на сечение рассеяния, причем последнее про-
порционально квадрату заряда ядра иона и обратно пропорцио-
нально квадрату скорости. Вывод дает формулу Бете – Блоха (ана-
логичную формуле для электрон-электронных рассеяний): 

 ( ) ( )2 2 2
1 1 14 ln 2 ,dE dx Z v n v I− = π  (1.80) 

где n = n2Z2 – плотность электронов. 
Как и в указанном случае, она учитывает как парные соударе-

ния, так и возбуждение плазмонов, причем парциальные вклады их 
в (1.79) одинаковы (принцип равнораспределения). 

 
Релятивистские ионы 

 
Для случая очень быстрых ионов с 1 1v cβ = ≤  формула Бете – 

Блоха принимает вид (формула Фано) 

 ( ) ( ) ( ){ }2 2 2 2
1 1 14 ln 2 ln 1 1dE dx Z v n v I ⎡ ⎤− = π + − β − β⎣ ⎦   (1.81)* 

(из-за существенно большей массы покоя ионы гораздо сложнее 
ускорить до релятивистских скоростей, чем электроны). 

 
Взаимодействие с соединениями 

 
Как и для электронов, тормозная способность ионов при взаи-

модействии с веществом, состоящим из атомов различных элемен-
тов, равна сумме тормозных способностей каждой из подрешеток: 
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( ) ,i i
i

dE dx C dE dx− = −∑  

суммирование ведут по элементам i, где iC  – его парциальная доля.  
 

Общая картина взаимодействия ионов с твердыми телами 
 
При движении в твердом теле ион отдает энергию ядрам решет-

ки и электронам (внутренним и валентным) и возбуждает плазмо-
ны – коллективные колебания электронов. Потери энергии на элек-
тромагнитное излучение, как правило, малы. Возбуждаются также 
фононы, образуются экситоны. 

Тормозная способность включа-
ет электронную и ядерную состав-
ляющие (рис. 1.110). 

Электронная тормозная способ-
ность при малых скоростях ионов 

2 3
1 2Bv v Z<<  связана с возбуждени-
ем внешних электронов и пропор-
циональна 1v , при больших – с 
внутренними электронами и обрат-
но пропорциональна 2

1v , т.е. прохо-
дит через максимум при скорости 
иона, близкой к скорости внутрен-
них электронов в атомах 2 3

2 .Bv Z   
Для легких ионов этот максимум 
соответствует энергии 104–105 эВ, 
для тяжелых – 106–105 эВ. Ядерная 
тормозная способность также про-
ходит через максимум, который в соответствии с формулой Линд-
харда – Шарффа – Шиотта достигается при энергии иона 

( ) ( )2 3 2 3
1 1 2 1 2 1 2 210E Z Z Z Z M M M≈ + +  

(Е1 – в электрон-вольтах), что для легких ионов соответствует 
2 310 ...10  эВ, для тяжелых – 4 510 ...10  эВ. Нарастание тормозной спо-

собности в области малых энергий идет относительно медленно 

 

ε1/2 = 0,5   v1= vBZ2
2/3            log ε 

Рис. 1.110. Зависимость сред-
ней тормозной способности 
иона от энергии: 1 – область 
преобладания ядерных  потерь 
энергии; 2 – область преобла-
дания электронных потерь 
энергии, формулы (1.72) –
(1.74);  3 – формула Бете –
Блоха (1.80); 4 – область тор-
можения релятивистских час-
тиц на фононах 
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(примерно логарифмически, см. рис. 1.110). В результате при ма-
лых энергиях основным является рассеяние на ионах решетки, а 
при больших – на электронном газе. В монокристаллах при движе-
нии ионов параллельно кристаллографическим направлениям из-за 
эффекта каналирования часть ионов проникает на расстояния, су-
щественно превышающие расстояния для других неканалирован-
ных ионов или для аморфных веществ: для каналирования ионов 
менее вероятны столкновения с ядрами атомов решетки и электро-
нами. 

При столкновениях с ионами решетки возможны рассеяния на 
большие углы и передача энергии большими порциями, а тормо-
жение на электронах происходит с малыми отклонениями от пря-
молинейной траектории и почти непрерывными потерями энергии. 
В результате быстрые ионы обычно между редкими рассеяниями 
на ионах решетки имеют почти прямолинейную траекторию и тор-
мозятся на электронах, а выбитые по пути относительно медленные 
ионы образуют зоны радиационных повреждений. Распределение 
концентрации смещенных атомов по глубине близко к распределе-
нию имплантированных ионов (рис. 1.111). 

 

            
Рис. 1.111. Распределение по глубине внедренных ионов (штриховые ли-
нии) и смещенных атомов (сплошные) при M1/M2 = 1/4 (а) и M1/M2 = 4 (б) 
 

Число атомов, смещенных первично смещенным атомом, 
*0,42 ,d aaN E E=  

где *E – пороговая энергия смещения атома при сильном ударе, 
* 10 30E ≈ ÷  эВ; aaE  – энергия первично смещенного атома, расхо-

дуемая в упругих взаимодействиях, 
( ) ( )[ ]ln 1aa e a eE A k E A k B′ ′ ′ ′= + + , 
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( )2
0 0 1 2 1 20,45, 0,3; , 1a a TFA B E E E Z Z e M M a′ ′= = ε = = + ; 

здесь aE – энергия первично смещенного атома; TFa  – радиус То-
маса – Ферми; eC  – коэффициент пропорциональности между без-
размерной электронной тормозной способностью ( )e−∂ε ∂ρ  и без-

размерной скоростью атома ( )1 2ε  (формула (1.77)). 
В случае большой дозы облучения (более 1016–1017 см–2) каска-

ды атом-атомных столкновений могут перекрываться, в результате 
объемная плотность дефектов достигает насыщения, происходит 
аморфизация. 

 
Релаксация зоны радиационного повреждения 

 
После прекращения поступательного движения ионов по решет-

ке происходит частичная релаксация из неравновесного состояния. 
Структура решетки частично восстанавливается в ходе рекомбина-
ции дефектов в значительной степени вследствие диффузии, сти-
мулированной энергией колебаний, возбужденных при торможе-
нии иона данного или соседних каскадов. Отвод основной доли 
энергии из области, прилежащей к каскаду, описывается в рамках 
теории теплопроводности, однако некоторая ее доля переносится и 
в виде ударной волны. Взаимное влияние температурных полей 
соседних каскадов при больших мощностях энерговклада может 
приводить к снижению градиентов температуры и более или менее 
равномерному оплавлению и кипению тела. 

 
Глубина проникновения ионов 

 
Среднюю длину пробега ионов определяют приближенно (при 

замене дискретных соударений на непрерывное торможение) по 
формуле 

( ) ( ) ( )[ ]{ }
1

1
0

1
E

e nR E E x E x dE= −∂ ∂ + −∂ ∂∫ , 

где индексами е, n отмечены тормозные способности ионов на 
электронах и ядрах решетки. Для вычисления R можно и не про-
водить интегрирования, а воспользоваться аппроксимациями;         
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так, в случае пренебрежимо малых электронных потерь при 
1 0 0,02E Eε = <<  

( )3
12 , 0,1412, 0,4206A B A Bρ = ε = = ; 

при 0,1 5< ε <  
3,06ρ = ε . 

Для диапазона энергий 0,02 10< ε <  с учетом ( )eE x−∂ ∂  и 
( )nE x−∂ ∂  

( )( ) ( )

( ) ( )

1 21 2 2

1 21 2 2

2 0,9 0,45 0,3

arctg 0,45 0,3 .

e e e

e e

k k k

k k

⎡ ⎤ρ = ε − + ×⎣ ⎦
⎡ ⎤× ε +⎣ ⎦

 

Поскольку траектории отличны от прямолинейных, ( )1R E  не 
совпадает в общем случае с расстоянием от поверхности имплан-
тированных быстрых ионов – средним проективным пробегом pR . 

В широком диапазоне значений энергии 32 10 10−ε = ⋅ −  расчеты 
торможения с хаотически расположенными центрами и потенциа-
лом экранирования по Томасу – Ферми приводят к следующим 
приближенным формулам для pR , домноженных на плотность: 

( ) ( )
2 3

2 3 2 3
1 2 1 2 1 1 2pR c M Z Z E Z Z⎡ ⎤′ = + ρ⎢ ⎥⎣ ⎦

,   при  10,002 0,1E′< <  

( ) ( )2 3 2 3
2 2 1 2 1 1 2pR c M Z Z E Z Z′ = + ρ        при 10,5 10E′< < ; 

коэффициенты с1 и с2 зависят от 2 1M M  (рис. 1.112); 1E′  – в кэВ, 

pR′ – в мкг/см2. 
 

 
Рис. 1.112. Зависимости c1 (а) и c2 (б) от M2/M1 
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Средний квадратичный разброс пробегов pRΔ  при пренебреже-
нии электронным торможением можно вычислить по формуле 

( ) ( )[ ]2 2 1 2 1pR R n n nΔ = γ − − , 

где R  – траекторный пробег; ( )2
1 2 1 24M M M Mγ = + ; n – показа-

тель степенной аппроксимации потенциала.  
Зависимость для протонов представлена на рис. 1.113 (для дру-

гих легких ионов получаются кривые, близкие к ней). 
 

 
Рис. 1.113. Зависимость Rp/R от энергии для протонов 

 
Распределение примесей по глубине часто близко к гауссову, 

которое описывается формулой 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
0 2 exp 2p p pN x N R x R R⎡ ⎤⎡ ⎤= πΔ − − Δ⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

, 

где N0 – интегральная доза имплантированных ионов на 1 см2; 
pRΔ – среднее квадратичное отклонение проективных пробегов. 
В случае распространения пучка ионов по монокристаллу в на-

правлении какой-либо оси вследствие каналирования распределе-
ние ионов по глубине имеет два максимума: соответствующий 
описанному выше случаю (аморфные и поликристаллические ми-
шени) слой у поверхности и глубинный слой каналированных    
ионов (рис. 1.114); глубина последнего слоя в области роста 
( E x∂ ∂ ) пропорциональна скорости иона: 

( )

1 1
1/2 1/2

0
0 0

1'/ [1/ ( )] 2 /
/

E E

e e
e

dER R k E E k
E x N

= − = =
∂ ∂∫ ∫ . 
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Поскольку ek  не увеличивается с 
ростом Z1, при одной и той же энер-
гии пробеги тяжелых ионов больше 
(так как меньше скорость и меньше 
тормозная способность). 

Для расчета проективного пробе-
га и профиля внедрения ионов ши-
роко используются хорошо апроби-
рованные компьютерные коды, ос-
нованные на моделировании мето-
дом статистических испытаний (ме-
тодом Монте-Карло) парных соуда-
рений налетающей частицы с ато-
мами среды, рассматриваемой как 
конденсированный газ: TRIM, SRIM, 

SCATTER. При этом учитываются не обсуждавшиеся ранее эффек-
ты немонотонной зависимости сечений торможения от атомного 
номера соударяющихся частиц (в основном, эти сечения больше 
для атомов с большими размерами электронных оболочек). В це-
лом пробеги ионов значительно меньше пробегов электронов, т.е. 
ионный пучок воздействует на узкий приповерхностный слой 
(0,01–10 мкм), тогда как электронный пучок при той же энергии 
может проникать и на значительно большую глубину (до санти-
метра и более). 

 
1.5.3. Термоядерные и ядерные реакции в твердом теле 
 
При бомбардировке пучками высокоэнергетичных ионов легких 

элементов в твердом теле могут происходить реакции термоядер-
ного синтеза (рис. 1.115), в большинстве из которых наряду с заря-
женными частицами образуются и нейтроны. Последние могут 
приводить и к ядерным реакциям. 

При ядерных и термоядерных реакциях образуются гамма-
кванты, быстрые нейтроны и заряженные частицы – высоко-
энергетичные электроны, позитроны и ионы. Наибольшие сечения 
взаимодействия с веществом имеют именно заряженные частицы, 
которые и производят наибольшие радиационные повреждения 
решетки в окрестности точки реакции. Для гамма-квантов вещест-

Рис. 1.114. Распределение по
глубине ионов, внедренных в
ориентированный монокри-
сталл, для хаотической (1) и
хорошо каналированной (2)
частей пучка, а также с уче-
том деканалирования (3) 
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во, как правило, прозрачно, и их воздействием на тело, в котором 
происходят ядерные реакции, часто пренебрегают. Они, однако, 
влияют на радиационную обстановку в окрестности реактора. 
 
Рис. 1.115. Сечения некоторых 
термоядерных реакций: 
1 – D + D = 3He + n + 3,3 МэВ, 
D + D = T + p + 4,0 МэВ; 
2 – T + D = 4He + n + 17,6 МэВ;  
3 – 3He + D = p + 4He + 18,4 МэВ; 
4 – 3He + D = 5Li + γ–

 ; 
5 – 3He + T = 4He + p + n–

 ; 
6 – 6Li + D = 

7Li + p + 5,0 МэВ. 
Выделяющаяся в реакции энергия 
распределяется обратно пропор-
ционально массе образующихся 
частиц 

 
Взаимодействие нейтронных потоков с веществом сводится, во-первых, 

к инициации ядерных реакций (при этом нейтроны поглощаются), во-
вторых, к упругим и неупругим рассеяниям на ядрах решетки (при этом 
происходит замедление нейтронов). Закономерности ядерных реакций 
относятся к ядерной физике и здесь подробно не рассматриваются. Се-
чения ядерных процессов, как правило, невелики по сравнению с сечения-
ми газокинетических и других, затрагивающих электронные оболочки ато-
мов; об этом свидетельствует, например, значение традиционной для 
ядерной физики единицы измерения сечений: 1 барн (б) = 10–28 м2. 

Сечения взаимодействия нейтронов с ядрами зависят от их энергии и 
от элементного состава мишени (рис. 1.116). 

При неупругом рассеянии нейтронов происходят захват нейтрона и за-
тем распад составного ядра с испусканием нейтрона с меньшей энергией. 
После эмиссии нейтрона ядро приобретает кинетическую энергию, а также 
оказывается в возбужденном состоянии, переход из которого в основное 
состояние сопровождается испусканием гамма-кванта. 

При упругом рассеянии также часть энергии нейтрона передается ядру 
решетки (причем энергетические соотношения такие же, как и при рассея-
нии иона с массой 1 а.е.м.); основное воздействие на тело также связано с 
образованием быстрого иона материала решетки и его дальнейшей релак-
сацией. 

При других ядерных реакциях после распада составного ядра получа-
ются продукты реакции, отличающиеся от исходных частиц. Далее приве-
дены некоторые характерные значения параметров реакций. Сечения по-
глощения тепловых нейтронов: Н – 6,33 б, С – 3,8 ⋅ 10 б, N – 1,88 б. 
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На один поглощенный тепловой нейтрон для Н испускается один фотон с 
ω ≤ 4,95 МэВ, для Bе – широкий спектр ( ω < 1 МэВ – 0,65 фотона; 1... 

2 МэВ – 0,6; 2...3 – 0,27; 3...5 – 0,23; 5...7 – 0,25; 7...9 – 0,38; 9...10, 16 –
0,021). 

 

   
 

 
Рис. 1.116. Полные сечения рассеяния и поглощения нейтронов 

для различных элементов 
 
Сечение реакции на тепловых  (300 К) нейтронах 14Н + n = 14С + р + 

+ 0,626 МэВ равно 1,75 б; 17O + n = 14С + α + 1,72 МэВ – 0,5 б; сечение ре-
акции на нейтронах спектра деления 54Bе + n = 54Мn + р – 2,93 МэВ равно 
0,011 б (альфа-частица – ядро гелия). Сечение упругого рассеяния тепло-
вых нейтронов на Н – 38 б, С – 4,8 б, N – 10 б. Время замедления нейтро-
нов от 2 МэВ до 0,025 эВ: в Ве – 6,7 ⋅ 10–3 с, в С (графит) – 1,5 ⋅ 10–5 с.  

Характерные сечения ядерных реакций показаны на рис. 1.17. 
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Рис. 1.117. Сечения неупругого рассеяния (n, n’) и реакции (n, 2n) (а – в) 

 
Итак, для того чтобы учесть возникающие под действием пуч-

ков высокоэнергетичных ионов термоядерные и ядерные реакций, а 
также взаимодействие с твердым телом образующихся нейтронов 
необходимо сначала определить начальные пространственные и 
энергетические характеристики рождающихся быстрых заряжен-
ных частиц (что включает определение параметров ядерных реак-
ций и описание движения нейтронов среди рассеивающих и по-
глощающих центров), а затем уже анализировать описанные ранее 
процессы релаксации заряженных частиц в веществе. Поскольку 
нейтронные потоки проникают на большие глубины (порядка 

1 210 ...10 см), они вызывают радиационные повреждения в объеме 
(распухание, охрупчивание, радиационную ползучесть и др.). Пуч-
ки высокоэнергетичных ионов используют для моделирования воз-
действия на материалы потоков нейтронов в ядерных и термоядер-
ных реакторах. При этом основным критерием подобия является 
энергия атома отдачи, рожденного при упругом взаимодействии 
нейтрона и иона соответствующей энергии и массы. Однако из-за 
малого пробега ионов по равнению с нейронами моделировать та-
ким образом радиационные повреждения в объеме материала за-
труднительно.  



142 

1.6. Диэлектрические, оптические и магнитные свойства  
твердых тел 

 
1.6.1. Параметры взаимодействия среды 

 с электромагнитным полем 
 

Для учета взаимного влияния электромагнитного поля (характе-
ризуемого векторами E, B) и среды вводят группу векторов: ин-
дукции электрического поля D, напряженности магнитного поля H 
и плотности электрического тока j, связанных между собой урав-
нениями Максвелла. Для замыкания системы уравнений использу-
ют соотношения, описывающие поведение среды под действием 
поля. Существует два способа учета этого влияния: мультиплика-
тивный (когда свойства среды описываются факторами, связываю-
щими j и E, D и E, B и H) и аддитивный (когда вместо отношений 
E/D и B/H записывают их разности). 

Векторы напряженности и индукции электрического поля E и D 
связаны для изотропной диэлектрической среды соотношением 

 ( )0 0 01 e= ε + = ε + χ = ε εD E P E E ,                (1.82)  

где P – вектор поляризации единицы объема; eχ – диэлектрическая 
восприимчивость; ε  – относительная диэлектрическая постоянная; 
в анизотропной среде eχ  и ε являются тензорами. Аналогично, для 
магнитного поля 

 ( ) ( )0 0 01 m= μ + = μ + χ = μ μB H M H H , (1.83) 
где В, H – векторы индукции и напряженности магнитного поля; 
M – намагниченность; χm – магнитная восприимчивость; μ – отно-
сительная магнитная проницаемость; μ0 – магнитная постоянная. 

Выражения (1.82) и (1.83) носят характер не законов, а опреде-
лений. Для вычисления D и В необходимо с учетом свойств веще-
ства найти значения ε и μ (P и M, или eχ  и mχ ). 

 
Комплексная диэлектрическая проницаемость 

 
Быстропеременное электромагнитное поле иначе, чем квазиста-

ционарное, взаимодействует с веществом. Смещение зарядов, вы-
зывающее поляризацию, происходит за конечные времена, так что 
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при высоких частотах состояние среды может «не успевать» под-
страиваться под поле; диэлектрическая проницаемость связана с 
теми механизмами поляризации, которые успевают следить за по-
лем; для наиболее медленных ориентационных процессов критиче-
ские частоты поля, при превышении которых «отключается» этот 
процесс, лежат в СВЧ-диапазоне, для ионной поляризации – в ин-
фракрасной, для электронной – в ультрафиолетовой области час-
тот. 

Соответствующие значения ди-
электрической проницаемости сла-
бо зависят от частоты ω излучения 
между «критическими» частотами и 
почти скачком снижаются при «вы-
ключении» очередного процесса 
(рис. 1.118). 

Из-за инерционности процессов 
поляризации возникает сдвиг фаз 
между полем и вектором поляриза-
ции, что сопровождается поглоще-
нием энергии электромагнитного 
поля. Это описывают, представляя ε 
в виде комплексной величины: 

1 2iε = ε + ε . 
Процессам, аналогичным происходящим в постоянном поле, со-

ответствует действительная часть 1ε , а диссипативные процессы и 
сдвиг фаз отражает мнимая составляющая 2iε . Применение ком-
плексных чисел здесь объясняется тем, что при колебательных 
процессах многие функциональные зависимости выражаются через 
экспоненциальные функции комплексных переменных, описы-
вающих как осцилляции, так и их поглощение или усиление, а экс-
понента – удобная для аналитических выкладок функция. 

В низкочастотном пределе ε является действительной величи-
ной (см. рис. 1.118). Мнимая часть 2ε  значительна в окрестностях 
«критических» частот излучения, но мала вдали от этих частот: 
здесь механизмы поляризации либо слишком быстры, и для них 
поле квазистационарно, либо слишком медленны, и их можно не 
учитывать. 

 

Рис. 1.118. Зависимости действи-
тельной (ε1) и мнимой (ε2) частей 
комплексной диэлектрической
проницаемости от частоты 
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Комплексный показатель преломления 
 
Кроме ε для описания взаимодействия электромагнитного поля 

со средой применяют комплексный показатель преломления, кото-
рый однозначно выражает скорость волны, ее затухание, отражение 
от границы тела и другие характеристики. 

Электромагнитное поле в квазинейтральной изотопной среде 
описывается решением уравнений: 

 rot ,     div 0t= −∂ ∂ =E B B , 
 ( ) ( )0 0 0rot ,     div 0tμ μ = ∂ ε ε ∂ + σ εε =B E E E .  (1.84) 

Полагая 1,   const,μ = ε =  из (1.84) можно получить, учитывая, 

что скорость света ( ) 1 2
0 0c −= ε μ :  

( ) ( )2 2 2 2 2
0c t c t⎡ ⎤∇ = ε ∂ ∂ + σ ε ∂ ∂⎣ ⎦E E E  – 

волновое уравнение, имеющее решение вида 
( )0 exp i t= ⎡ − ω ⎤⎣ ⎦E E kr ; 

здесь ω – частота электромагнитных колебаний; 2∇ – лапласиан; i – 
мнимая единица;  k – волновой вектор, 

( ) ( )[ ] 21
0ωεσ+εω= ick  

(волновое число k в общем случае – комплексное). Для вакуума 
k c= ω , 

что соответствует волне, распространяющейся со скоростью света 
c. В среде скорость определяется как c N , где N – комплексный 
показатель преломления: 

 ( ) 1 2
0 ,N i⎡ ⎤= ε + σ ε ω⎣ ⎦   (1.85) 

 N n ik= + .   (1.86) 
Волновое число k n c ik c= ω + ω . 

 
Коэффициент поглощения 

 
Коэффициент поглощения æ (доля энергии, поглощаемой при 

прохождения излучения через прозрачный слой вещества малой 
единичной толщины) определяется как 
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 ( ) 2æ Re 2nk c= = ωjE E .  (1.87) 
Если излучение падает нормально на поверхность материала, то 

отношение комплексных амплитуд отраженной и падающей волн 
есть 

( ) ( )2 1 1 1E E N N= − + , 
что соответствует вещественному коэффициенту отражения 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 22 21 1 1 1R N N n k n k⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + = − + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ .    (1.88) 

Из (1.85), (1.86) получают также выражения через n  и k  для 
диэлектрической проницаемости: 

2 2
1 2,  2n k nkε = − ε = .                                 (1.89) 

Приведенные зависимости найдены при весьма общих допуще-
ниях и верны для самых различных сред (как для газовой плазмы, 
так и для плазмы твердого тела). 

 
1.6.2. Диэлектрические свойства 

 
Постоянное поле 

 
В хороших проводниках с большой электропроводностью 

σ → ∞  наличие в среде ненулевого электростатического поля при-
водит к возникновению токов – движению зарядов, которые стре-
мятся расположиться так, чтобы уменьшить это поле; поэтому 
внутри проводников при отсутствии токов внешнего поля нет – оно 
скомпенсировано полем, созданным наведенными поверхностными 
зарядами. В терминах (1.82) это соответствует ,   ,e= χ → ∞D P  
ε → ∞ . Для квазинейтральной непроводящей среды взаимодейст-
вие ее с внешним электростатическим полем удобнее выражать не 
через точечные заряды (которые к тому же связаны), а через пары 
противоположно заряженных частиц – диполи. Количественная 
характеристика диполя – дипольный момент  

 q=p R ,  (1.90) 
где q – заряд каждой из частиц диполя; R – расстояние между ни-
ми. Поле диполя в вакууме (определенное как сумма кулоновских 
полей, создаваемых точечными зарядами) выражается как 
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 ( ) ( ) ( )2 5
03 4E r r⎡ ⎤= − πε⎣ ⎦pr r r p . (1.91) 

В реальной среде диполи образуются ионом и связанным с ним 
электроном, атомами асимметричной молекулы и другими кванто-
во-механическими объектами, в которых заряды делокализованы 
по пространству; однако электрические поля, создаваемые такими 
системами, близки к полю (1.91), особенно на значительных рас-
стояниях, что позволяет также характеризовать их постоянным ди-
польным моментом p. 

Ориентация диполей во внешнем электростатическом поле вы-
зывает создание на границах тела нескомпенсированных (связан-
ных) зарядов, которые и создают в среде поле, частично компенси-
рующее внешнее. Поверхностная плотность зарядов 

( ) ( )1 1i
i

V VΣ = − = −∑p n Pn , 

где сумму берут по всем диполям в приповерхностном единичном 
объеме V; n – единичный вектор, нормальный к поверхности. 

Внутри диэлектрика поле, однако, превышает это ослабленное 
внешнее поле (E1 < E): с любым элементом объема внутри диэлек-
трика граничат с одной стороны положительные, с другой – отри-
цательные заряды диполей, поэтому локальное поле в нем 

( )л 2 3= ε +E E , 
которое при 1ε >>  значительно превышает внешнее поле. 

В любых атомах (молекулах) в электрическом поле происходит 
электронная поляризация, причем в случае изотропной среды 

л= αp E ,             (1.92) 

где α – поляризуемость атомов (молекул), зависящая от их волно-
вых функций. В ионных кристаллах под действием внешнего поля 
происходит дополнительная к электронной ионная поляризация – 
смещение разноименных ионов в противоположных направлениях; 
в ковалентных кристаллах она также описывается формулой (1.92), 
но с другим значением α. 

Суммарный вектор поляризации при применимости (1.92) может 
быть представлен как 

 

( )л 2 3i i i i
i i

N V N V= α = ⎡ ε + ⎤ α⎣ ⎦∑ ∑P E E ,                 (1.93) 
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откуда, принимая во внимание (1.90), получают соотношение 
Клаузиуса – Мосотти, связывающее атомную поляризуемость и 
макроскопическую диэлектрическую проницаемость: 
 

( ) ( )03 1 2i i
i

N Vα = ε ε − ε +∑ . 

В асимметричных молекулах, обладающих поляризацией и при 
отсутствии внешнего поля (рис. 1.119), при его наложении проис-
ходит преимущественная ориентация диполей по направлению 
внешнего поля. Полной ориентации пре-
пятствуют, во-первых, кристаллические 
связи: выбирать приходится среди дис-
кретного числа возможных состояний 
молекул в кристалле, и процесс ориента-
ции представляется совокупностью скач-
кообразных переходов. Во-вторых, тем-
пературные флуктуации оказывают хао-
тизирующие воздействия, «размазывая» 
функцию распределения диполей по дис-
кретным или непрерывным (например, в 
жидкости или газе) углам (угол между 
направлениями диполя и внешнего поля). 
Ориентационная поляризуемость вслед-
ствие ориентации диполей дает вектор 
поляризации 

( )2 3 BNp V k T= ⋅P E , 
а диэлектрическая восприимчивость с учетом (1.82) 0rχ =  

( )2
03 BNp V k T= ⋅ ε . Суммарную диэлектрическую проницаемость 

при одновременном проявлении всех механизмов (электронная, 
ионная, ориентационная поляризуемость) записывают в виде  
 01 e i rε = + χ + χ + χ , (1.94) 

где eχ  и iχ  связаны с соответствующими векторами поляризации 
(1.93) соотношениями (1.82). Первые три слагаемых в (1.94) не за-
висят от температуры, а 0rχ  ей обратно пропорциональна; поэтому 
в телах из асимметричных молекул, где 0 0rχ ≠ , значение ε падает 
с ростом температуры. 

 

  

Рис. 1.119. Полярные мо-
лекулы (цифрами обозна-
чены эффективные заряды
в долях е) 
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Граничные частоты 
 
Указанные механизмы поляризуемости проявляются в опреде-

ленных частотных диапазонах: при повышении частоты излучения 
ω последовательно выключаются ориентационная, ионная и элек-
тронная составляющие поляризуемости (см. рис. 1.118). 

Вероятность перехода молекулы в другую ориентацию за один 
цикл тепловых колебаний равна относительной части молекул, 
имеющих достаточную для перехода энергию E; характерное время 
перехода т пропорционально вероятности перехода за один цикл 
колебаний и обратно пропорционально частоте колебаний. Так как 
распределение молекул по энергиям – больцмановское (в пренеб-
режении изменением плотности состояний при изменении энергии 
примерно на )Bk T , характерная частота 

( )0 expr D BE k Tω = ω ⎡− ⎤⎣ ⎦ . 

Если BE k T<< , то частоты переходов 11 13
0 10 ...10r Dω ≈ ω ≈ с. 

Однако при BE k T≥  инерционность ориентационной поляри-
зуемости резко возрастает и соответствующий предел сдвигается в 
более длинноволновую область; поэтому при уменьшении темпе-
ратуры для ряда веществ наблюдается резкий спад низкочастотной 
диэлектрической проницаемости, соответствующий «выключе-
нию» ориентационного механизма.  

Граничная частота для ионной поляризуемости iω  – собствен-
ная частота колебаний атомов в поле действия возвращающих сил; 
она соответствует длинноволновой граничной частоте оптических 
колебаний (см. разд. 1.2). 

Частота eω , соответствующая границе электронной поляризуе-
мости, связана с колебательными движениями валентных электро-
нов в атомах; аппроксимируя действующую на «отклонившийся» 
на xΔ  электрон «возвращающую силу» eF  в виде e eC x= − ΔF , по-

лучают собственную частоту колебаний ( )1 2
0r e eC mω =  (где eC  

связана со стационарной поляризуемостью атомов 0rα ). При 

0rω ≅ ω  значительно изменяется высокочастотная электронная по-
ляризуемость eα , однако критические изменения в диэлектриче-
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ской проницаемости, связанной с eα  соотношениями Клаузиуса – 
Мосотти, происходят при частоте eω  несколько сдвинутой в длин-
новолновую область: 

( )
1 22 2

0 03 .e e e ee n m⎡ ⎤ω = ω − ε⎣ ⎦
 

Значения 0rω  лежат обычно в радиоволновом, iω  – в инфра-
красном, eω  – в ультрафиолетовом диапазонах спектра. 

 
Пьезоэлектричество и электрострикция 

 
В некоторых молекулах кристаллов, которые можно представить как 

несколько расположенных под углом диполей, при сжатии или растяжении 
возникает электрическая поляризация, т.е. электростатическое поле; и 
наоборот: при наложении внешнего электрического поля происходит сжа-
тие (растяжение) образца (рис. 1.120). 
Причина пьезоэффекта – поворот ди-
полей при деформации, в результате 
которого суммарный дипольный мо-
мент становится не равен нулю, и 
поворот диполей в электрическом 
поле, дающий растяжение молекулы 
в одном направлении и сжатие – в 
другом. Наиболее силен пьезоэффект 
в сегнетовой соли Na-KCuH4O6 · 4H2O, 
значительно слабее – в кварце SiO2. 

Для любого ионного кристалла вне зависимости от того, является он 
пьезоэлектриком или нет, в электрическом поле наблюдается намного 
меньшая по величине деформация, пропорциональная не Е, как при пье-
зоэффекте, а Е2. Это явление (электрострикция) связано с нарушением 
закона Гука (см. разд. 1.2). Если деформация решетки вызвана изменени-
ем температуры, то явление возникновения поляризации называют пиро-
электрическим эффектом. 
 

Сегнетоэлектрики 
 

Сегнетоэлектрики – пьезоэлектрики, у которых даже при отсутствии 
деформации имеются ненулевые дипольные моменты, причем упорядо-
ченное расположение диполей более энергетически выгодно, чем неупо-
рядоченное. При повышении температуры выше точки Кюри вследствие 
тепловых колебаний упорядоченное расположение диполей нарушается, 
тогда разрушается сегнетоэлектрическое состояние. Большие значения 
объемной поляризации имеют такие кристаллы, как BaTiO3 (Р = 0,26 Кл/м2, 
ТС = 393 К) и KNbO3 (Р = 0,3 Кл/м2, TC = 710 К). Кристалл сегнетоэлектри-

 

 
 

Рис. 1.120. Деформация молекул 
под действием электрического поля
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ка не обязательно проявляет макроскопические признаки объемной поля-
ризации, поскольку он разделен на множество доменов (областей) с раз-
личными направлениями поляризации; толщина переходных слоев (до-
менных стенок) составляет одно-два межатомных расстояния. При нали-
чии внешнего электрического поля домены с направлением поляризации, 
близким к направлению Е, растут за счет доменов с другими направления-
ми. Сегнетоэлектрики при температуре выше TC, когда спонтанная поля-
ризация отсутствует, обладают очень высокой диэлектрической постоян-
ной (так, для керамики BaSrTiO3  ε = 6 –10). 

 
Электреты 

 
Электреты – постоянно поляризованные диэлектрики, способные дли-

тельно сохранять наэлектризованное состояние и создавать электрическое 
поле в окружающей среде (электрические аналоги постоянных магнитов). 
Электреты изготовляют из расплавов различных органических и неоргани-
ческих диэлектриков охлаждением в сильном электрическом поле. Они 
могут оставаться поляризованными длительное время – от нескольких 
часов до нескольких лет, однако у некоторых веществ со временем на-
правление поляризации может измениться на противоположное. 

 
1.6.3. Оптические свойства твердых тел 

 
Взаимодействие излучения со свободными электронами 

в металлах. Низкочастотное излучение 
 

В широком диапазоне энергии квантов (от длинноволновой части спек-
тра до ультрафиолетовой) оптические свойства металлов связаны с нали-
чием в зоне проводимости большого количества квазисвободных электро-
нов (как в газовой плазме). Металлы обладают высокой электро-
проводностью; это позволяет пренебречь величиной ε в формуле для ком-
плексного показателя преломления (1.85), так что вещественная и мнимая 
части показателя преломления равны по абсолютной величине: 

 ( ) ( )1 2
02 1n ik i⎡ ⎤+ = σ ωε +⎣ ⎦ . (1.95) 

Наиболее важное следствие, вытекающее отсюда, состоит в том, что 
отражательная способность твердого тела становится очень большой. Из 
формул (1.88), (1.95) следует 

 ( )1 2
01 2 2R ≈ − ε ω σ  (1.96)  

(соотношение Хагена – Рубенса). Отклонение от идеальной отражатель-

ной способности пропорционально ( )1 2
02 ,ε ω σ  оно намного меньше еди-

ницы даже в той области, где ω приближается к инфракрасным частотам. 
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Коэффициент поглощения æ – см. (1.87) – почти не зависит от ω и пропор-
ционален a. 

Высокочастотные излучения 
 
Если электрическое поле меняется столь быстро, что электроны не ус-

певают претерпевать соударения, т.е. если 1ωτ >  (где τ – время свобод-
ного пробега свободных электронов в классической формуле для электро-
проводности 2 * ,ne mσ = τ  то возникает частотная зависимость электро-

проводности σ. В некоторых достаточно общих допущениях для этого слу-
чая на основе анализа кинетического уравнения Больцмана можно по-
лучить 

 ( ) ( )( ) ( )2 20 1 1iσ ω = σ + ωτ + ω τ ,         (1.97) 

где ( )0σ  – обычная статическая электропроводность металла. В высоко-

частотном пределе значение ε можно считать приближенно равным еди-
нице, поскольку описываемая этим фактором поляризация среды неэф-
фективна из-за инерционности (оптическим частотам соответствуют быс-
тропеременные поля). Тогда, подставив (1.97) в (1.85), (1.86), получают 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 22 2 1 2 2
01 0 1 1 1pln k − ⎡ ⎤⎡ ⎤− = − ε σ ωτ ω + ω τ = − ω τ + ωτ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

,    (1.98) 

( ) ( ) ( ) ( )21 2 2
02 0 1 1pl plnk − ⎡ ⎤⎡ ⎤= ε σ ωτ ω + ω τ = ω ω ω τ + ωτ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

,        (1.99) 

где ( )1 22
0pl e en e mω = ε – плазменная частота (здесь en  – концентрация). 

Анализ (1.98), (1.99) показывает, что высокочастотная часть спектра раз-
бивается на две подобласти: область релаксации с ω, лежащей в преде-
лах 1 ,plτ < ω < ω  и область ультрафиолетовой прозрачности с 

plω > ω . В области релаксации  æ  ( )21 ω σ . 

( )1 2 1plR ≈ − ω τ ≤ . 

В коротковолновой области plω > ω  вещественная часть становится 

положительной, отражательная способность спадает до нуля, æ спадает 
примерно как ( )2 2

pl cω ω τ  (рис. 1.121).  

 
Межзонные переходы в металлах 

 
Внутризонные переходы, описываемые рассмотренной ранее моделью 

свободных электронов, доминируют в некоторых простых металлах 
(рис. 1.122). Однако даже для них уже заметно влияние межзонных пере-
ходов, т.е. переходов с одной ветви дисперсионной зависимости E = E(k) 
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на другую: в алюминии такой переход 
приводит к снижению отражательной 
способности при ħω = 1,4 эВ.  

Межзонные переходы в металлах 
влияют на оптические характеристики 
в широкой области спектра. С увели-
чением энергии квантов эффективное 
число электронов, участвующих в 
фотопроцессах (в пересчете на один 
атом), сначала постоянно и близко к 
числу свободных электронов (так, для 
Ag и Си – порядка единицы), а затем, 
при превышении порогового значения 
для прямого перехода на другую 
ветвь зависимости E = E(k), оно плав-
но нарастает: в фотопроцессы вклю-
чаются другие валентные электроны 
(например, для Ag и Си – 3d-
электроны) (рис. 1.123). 

При малых, допороговых энергиях 
квантов преобладают описанные ра-
нее внутризонные переходы (погло-
щение    свободными     электронами).  

 

 
 

Пороговую энергию   отсчитывают на дисперсионной зависимости E = E(k) 
по вертикали (т.е. при постоянстве k) от самого высокого занятого элек-
тронного состояния (вблизи уровня Ферми) до нижнего свободного состоя-
ния (рис. 1.124). При запороговых значениях энергии квантов становятся 
возможными переходы из состояний под уровнем Ферми в состояния над 
ним. Поглощение, отражение и другие оптические характеристики для ме-

Рис. 1.122. Коэффициент  
отражения Al 

  

 
Рис. 1.123. Эффективное число элек-
тронов на один атом, дающих вклад в
оптические свойства, в зависимости 
от энергии 

 

 

Рис. 1.121. Оптические характери-
стики металлов: I – область Хаге-
на – Рубенса; II – область релакса-
ции; III – область ультрафиолетовой 
прозрачности 
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талла при этом определяются как 
внутризонными, так и межзонными 
переходами, так что комплексная ди-
электрическая проницаемость может 
быть представлена как 

1 1 2 21 2,    f fb bε = ε + ε ε = ε + ε , 

где 1
fε  и 2

fε  определяются из соот-
ношений для газа свободных элек-

тронов, а 1
bε  и 2

bε  описывают вклад 
межзонных переходов. В соответст-
вии с соотношениями (1.88), (1.89) эти 
переходы вносят вклад не только в 
поглощение, но и в изменение коэф-
фициента отражения. 

В переходных металлах уровень 
Ферми пересекается d-состояниями, и 
переходы между различными поло-
сами включаются уже при малых зна-
чениях энергии квантов (например, 
для Ni при 0ω = 0,3 эВ), и в этом 
случае R ~ 0,3...0,5 (рис. 1.125), т.е. в 
коротковолновой области 0ω > ω  
переходные металлы плохо отражают 
свет. 
 

Межзонные переходы  
в рентгеновском спектре 

 
При больших энергиях квантов 

( 2 410 ...10ω ≥ эВ) становятся возмож-
ными прямые переходы с участием 
низколежащих зон внутренних элек-
тронов, представляющих собой не-
сколько уширенные атомарные уров-

ни. Переходы между внутренними уровнями и разрешенными зонами (ва-
лентной и проводимости) дают полосы поглощения в рентгеновском диа-
пазоне, причем разница между металлами и диэлектриками для этого фо-
топроцесса несущественна: большую роль играет внутреннее строение 
атомов. У легких элементов с малым числом внутренних электронных ор-
биталей наиболее глубокие уровни по энергии соответствуют области ва-
куумного ультрафиолета и мягкого рентгена ( 100...1000ω ≅  эВ). Тяжелые 
элементы с большим зарядом ядра имеют более широкий энергетический 

Рис. 1.124. Внутризонные (1) и 
межзонные (2,  3) переходы в ме-
таллах (2 – запороговые, 3 – припо-
роговые значения энергии квантов)
 

Рис. 1.125. Коэффициенты отраже-
ния для d-переходных металлов 
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спектр внутренних уровней, от слабосвязанных внешних до сильно притя-
гиваемых к ядру внутренних электронов. Поэтому именно тяжелые эле-
менты непрозрачны в области жесткого излучения и используются в каче-
стве экранов для радиационной защиты. 

 
Межзонные переходы в неметаллах 

 
Поглощение, связанное с межзонными переходами, начинается при 

энергии g pl exE Eω = Δ − ω − , где gEΔ  – ширина запрещенной зоны (с 

учетом непрямых переходов); plω  – энергия фонона, который может 

быть поглощен при переходе; exE  – энергия связи экситона, который мо-
жет образоваться в результате перехода; эти граничные процессы имеют 
место при поглощении фотона и фонона с возбуждением электрона из 
верха валентной зоны на экситонный уровень. Вероятности таких процес-
сов (непрямых межзонных переходов, рис. 1.126) зависят от числа фоно-
нов, т.е. от Т. При энергиях 

g pl exE Eω = Δ + ω −  включаются про-

цессы с возбуждением фонона, образу-
ются «пороги».  При повышении энергии 
квантов в поглощение включаются пря-
мые переходы, имеющие значительно 
большую вероятность; пороговое значе-
ние ω  равно расстоянию *

gE  по верти-

кали (т.е. при постоянном k) между мак-
симумом валентной зоны и нижней вет-
вью зоны проводимости за вычетом 

exE . При высоких температурах æ про-

порционально ( )1 2* ,gEω −  с пониже-

нием температуры проявляется экси-
тонный пик. 

Спектр поглощения за порогом опре-
деляется в основном прямыми межзон-
ными переходами, причем пики и пороги на зависимостях для коэффици-
ентов поглощения проявляются при тех энергиях фотона, где подобные 
пики и пороги имеются на объединенной плотности состояний. 

 
Поглощение свободными носителями заряда в полупроводниках 

 
Такое поглощение аналогично обратному тормозному поглощению в 

плазме; как и в этом случае, оно существенно в длинноволновой (инфра-
красной) области спектра. Для коэффициента поглощения æ 2 c= ωε  

 
Рис. 1.126. Непрямой межзонный 
переход в Si с поглощением фо-
тона с энергией ħω и поглощени-
ем (или испусканием) фонона с 
импульсом q: 1 – начальное, 2 –
промежуточное, 3 – конечное 
состояние электрона 
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( )( ) ( )2 2 2 2æ 1 plc τ τ τ= ω ω ω ω + ω . 

При высоких частотах ( ),   pl τ ′ ′ω >> ω ω ε << ε  и 1 æ æL i e′ε ≅ ε = + + . 

В области частот, где отсутствует дисперсия 

( ) 2 2æ 1 plc τ= ω ω ω  

(формула Друде для коэффициента поглощения электронами проводимо-
сти), рис. 1.127. 

Отклонения от классической модели Друде описываются в терминах 
комплексного удельного сопротивления 1ρ = σ : в этой модели ( )ρ ω  рас-
падается на два члена, один из которых не зависит от частоты и опреде-
ляется расстоянием, а другой не зависит от рассеяния – инерционный 
член 

( ) ( ) ( )2 2
0 0pl pliτρ ω = ω ε ω − ω ε ω . 

Кроме поглощения взаимодействие длинноволнового излучения с носи-
телями заряда в полупроводнике приводит к отражению в соответствии с 
законом Хагена – Рубенса (1.96) (как и в металле), но коэффициент отра-
жения здесь зависит от степени легирования (рис. 1.128). 

 

 
Рис. 1.127. Поглощение Друде 
свободными носителями в 
полупроводнике (Ge) 

  

 
Рис. 1.128. Коэффициент отражения Ge 
при разных степенях легирования 

 
Примесное поглощение 

 
Если примесный атом, создающий уровень в запрещенной зоне, ней-

трален, то под действием кванта излучения электрон из валентной зоны 
может быть заброшен на акцепторный уровень или с донорного уровня – в 
зону проводимости. Такие переходы аналогичны фотоионизации в плазме 
и сопровождаются поглощением в области частот iEω ≥ , где iE  – рас-
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стояние от примесного уровня до границы 
запрещенной зоны. Спектр такого перехо-
да представляет собой ступеньку, прости-
рающуюся за пороговое значение iEω =  
в область больших энергий; как правило, 
сечение перехода максимально у порога. 

У примесного атома могут возникать 
возбужденные состояния. Переходы меж-
ду ними, между основным и возбужденны-
ми состояниями могут давать вклады в 
виде линий. Переходы между указанными 
уровнями и зонами (валентной проводи-
мости) дают вклады в виде ступенек. К 
указанным состояниям и переходам ней-
трального атома примеси добавляются 
спектры ионизованных примесных атомов. 

Часто соответствующие линии сильно 
уширены, а края ступенек размыты (при 
росте концентрации примеси линии пре-

вращаются в полосы и зоны, см. разд. 1.1). Вклады уровней примеси про-
порциональны заселенности этих уровней; если i gE E<< Δ , то при 

B ik T E≈  и B ik T E>  происходит их ионизация, т.е. заселенность резко 
падает, и пропадает соответствующий вклад в спектры. 

На рис. 1.129 видно, что одни переходы (длинные стрелки) имеют энер-
гию, близкую к gAE , а другие (короткие стрелки) – намного меньше. Соот-

ветствующие вклады лежат вблизи порога фундаментального поглощения 
gEω = Δ  (ближний инфракрасный и видимый диапазоны) и в далекой 

инфракрасной области спектра.  
 

Экситоны 
 
Экситоны также имеют ряд уровней (основное и возбужденное состоя-

ния), расположенных у дна зоны проводимости, и дают подобные вклады в 
двух областях спектра – при gEω ≤ Δ  (образование экситона при фото-

возбуждении электрона валентной зоны) и в далеком инфракрасном диа-
пазоне (фотораспад экситона с образованием свободных носителей заря-
да). Кроме уровней структурных дефектов, примесных, экситонных могут 
образовываться уровни комплексов – примесь-экситон и т.п. 

В сильнолегированных вырожденных полупроводниках уровень Ферми 
расположен в глубине зоны проводимости (на EΔ ). В этом случае невоз-
можны переходы на занятые разрешенные уровни края этой зоны, т.е. ви-
димый край фундаментального поглощения смещается в противо-
положном направлении – в сторону больших энергий квантов (примерно на 

).EΔ  

 

Рис. 1.129. Схема возможных
оптических переходов в при-
месном кристалле 
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Взаимодействие излучения с фононами 
 
При взаимодействии кванта света с кристаллической решеткой воз-

можны два механизма. В первом, однофононном, механизме каждый по-
падающий в кристалл фотон создает один фонон, причем, поскольку им-
пульс фотона близок к нулю, создается фонон тоже с нулевым импульсом, 
т.е. один из оптических (поперечный или продольный) фононов (энергия 
акустического фонона при k = 0 равна нулю). Во втором механизме каждый 
поглощенный фотон может привести к излучению или поглощению двух, 
трех и более как оптических, так и акустических фононов, сумма импульсов 
которых близка к нулю, а сумма энергий равна энергии фотона. 

В области частот, где вносит вклад однофононное поглощение (одно-
фононный резонанс, полоса остаточных лучей), т.е. в далекой инфракрас-
ной области спектра, имеется связанный с этим процессом пик поглоще-
ния, а спектр отражения имеет отчетливо выраженные особенности, изме-
няясь почти от нуля до 100 %. Этот частотный интервал определяется зна-
чениями энергии оптических LO- и TO-фононов при 0 L≅ − ωk  и Tω . В 
простейшем приближении одномерной двухатомной цепочки ионного кри-
сталла, взаимодействующего со знакопеременным электрическим полем, 
можно показать, что 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 21 L T T⎡ ⎤ε ω = ε ∞ − ω − ω ω − ω⎣ ⎦ , 

где ( )ε ∞  – высокочастотная диэлектрическая проницаемость, ( )ε ∞ =  

( )L= ε ω >> ω . В интервале частот T Lω < ω < ω  показатель преломления 
N является чисто мнимой величиной, а коэффициент нормального отраже-

ния ( ) ( )21 1 1R N N= − + = , т.е. кристалл отражает все падающее излуче-
ние (рис. 1.130, а). При учете первого из ангармонических членов в законе 
межатомного взаимодействия частотная зависимость ε(ω) принимает вид 
(рис. 1.130, б) 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 21 L T Ti i⎡ ⎤ε ω = ε ∞ − ω − ω ωγ ω − ω = ε + ε⎣ ⎦ . 

 
Многофононное поглощение 

 
Аналогичные качественно, но более слабые пики поглощения и такие 

же особенности спектра отражения, как при однофононном поглощении, 
наблюдаются при частотах, соответствующих многофононному поглоще-
нию; эти частоты iω  лежат по обе стороны от :  T i Tω ω > ω  при испускании 
нескольких фононов; i Tω < ω , когда при поглощении фотона наряду с ис-
пусканием фононов поглощается один или несколько тепловых фононов  

Частоты iω  и волновые числа всех частиц, участвующих в акте взаи-
модействия, таковы, что выполняются законы сохранения энергии и квази-
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импульса (с учетом процессов переброса). Вероятность многофононных 
процессов растет с увеличением равновесного числа фононов, т.е. с рос-
том температуры. 

 

 
Рис. 1.130. Коэффициент отражения и диэлектрическая проницаемость в области 

полосы остаточных лучей без учета (а) и с учетом (б) диссипации энергии 
 

Плазмон-фононный резонанс 
 

В том случае, когда плазменная частота plω  близка к Lω  и Tω , длин-

новолновая ( 0→k ) диэлектрическая проницаемость взаимодействующей 
системы LO-фононы-плазмоны принимает вид 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]2 2 2 20 T T pli iε ω = ε ∞ + ε − ε ∞ ω ω + ω + γω − ω ε ∞ ω ω + τ , (1.100)  

где 1−γ  и τ – времена жизни фононов и плазмонов соответственно, эф-
фективно учитывающие затухание этих элементарных возбуждений; ( )0ε – 
низкочастотная диэлектрическая проницаемость. Особенности в спектрах 
возникают при переходе ( )ε ω  через нуль; при 1 0−γ = τ =  из (1.100) можно 

получить, что это происходит при частотах +ω  и −ω , определяемых как  

( )
1 222 2 2 2 2 2 20,5 4pl L pl L pl T±

⎧ ⎫⎪ ⎪⎡ ⎤ω = ω + ω ± ω + ω − ω ω⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭
. 

При малых концентрациях носителей pl Tω << ω  высокочастотная 

ветвь соответствует LO-фонон-поляритонам ( L+ω ≅ ω ), а низкочастот-
ная – плазмон-поляритонам, экранированным низкочастотной диэлек-
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трической проницаемостью 

( ) ( )2 2 2 20 : .pl T L pl−ε ω ≈ ω ω ω = ω ε ∞  

При pl Tω >> ω  высокочастотная 

ветвь +ω  имеет в основном 
плазмон-поляритонный харак-
тер, pl+ω ≈ ω , а низкочастотная 

соответствует LO-фонон-поля-
ритонам, экранированным сво-
бодными носителями заряда 
так, что T−ω ≈ ω . В ветви 

Tω = ω  атомы и электроны ко-
леблются в фазе, а в ветви 

−ω = ω – в противофазе. 
 

Результирующие спектры  
неметаллов 

 
На рис. 1.131 показаны спек-

тры отражения ( )R ω  и погло-

щения æ(ω). В первом интерва-
ле взаимодействие света с кри-
сталлом обусловлено перехо-
дами электронов из нижних зон 
в свободные состояния зоны 
проводимости (пик 1 соответствует энергии d-зоны), во втором – со сво-
бодными электронами в зонах (подобно металлам). В третьем интервале 
основной механизм взаимодействия – межзонные вертикальные и невер-
тикальные (с участием фононов) переходы. Кроме того, в спектрах погло-
щения достаточно чистого кристалла на границе третьего и четвертого 
интервалов (на краю основного поглощения) возможно возникновение эк-
ситонной линии 10 (или водородоподобной серии линий), линии 11, вы-
званной оптическим возбуждением комплексов, а также примесной поло-
сы 12. 

Пики 2, 3, 4 соответствуют энергиям прямых (вертикальных) переходов 
между экстремальными точками зон. В четвертом интервале основной 
вклад дают внутризонные переходы (сплошной спектр 19, плазменный ми-
нимум 5 вблизи плазменного края 6) и фотоионизация примесных центров 
(совокупность линий 13). В пятом интервале и прилежащих к нему облас-
тях главный механизм – взаимодействие с колебаниями решетки кристал-
ла (однофононный резонанс) – это полоса остаточных лучей 8 с миниму-
мом 7. Справа и слева от полосы 8 в спектре поглощения могут возникать 

 
Рис. 1.131. Схематические спектры отра-
жения (а) и поглощения (б) чистого
(сплошная линия) и сильнолегированного
(пунктир) полупроводника с долей ион-
ности в связях 
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более слабые линии, обязанные своим происхождением испусканиям или 
поглощениям нескольких фононов (колебаний решетки) под действием 
кванта света. Пики 14, 15 соответствуют суммарному механизму, когда под 
действием фотона испускается несколько фононов, а пики 16, 17 – разно-
стному механизму, когда под действием кванта света одновременно испу-
скаются и поглощаются два или более фононов. 

Спектры отражения и поглощения в четвертом и пятом интервалах чув-
ствительны к примесям и свободным носителям в кристалле. Край основ-
ного поглощения 18 у образца с большой концентрацией свободных носи-
телей сдвигается в коротковолновую сторону, полосы 10, 11, 12 маскиру-
ются сильным поглощением свободными носителями. Полоса остаточных 
лучей в спектре отражения образца с большой концентрацией свободных 
носителей также маскируется сильным (как в металлах) отражением и по-
глощением свободных носителей. Энергия, при которой возникают особен-
ности 5 и 6, непосредственно связана с концентрацией и эффективной 
массой носителей заряда в кристалле. 

 
1.6.4. Магнитные свойства твердых тел 

 
Магнитные свойства твердых тел определяются в основном 

ориентацией постоянных магнитных диполей, создаваемых эле-
ментарными токами в электронных оболочках атомов. Согласно 
закону Ампера, магнитный момент кругового витка с током, моде-
лирующего электрон, движущийся по орбите со средним радиусом 
r и угловой частотой ω: 

 2 2erμ = ω . 
Волновая природа электрона приводит к квантованию момента 

количества движения электрона 2
em r ω , который (момент) кратен 

, откуда следует, что магнитный момент, связанный с движением 
одного электрона, должен быть кратным магнетону Бора: 

( )2B ee mμ = .. 

Магнитный момент, связанный со спином электрона, также 
можно считать равным Bμ . В многоэлектронных атомах полный 
магнитный момент μ является векторной суммой элементарных 
моментов, связанных как со спинами, так и с орбитальными дви-
жениями; в не целиком заполненных электронных оболочках μ 
может быть отличен от нуля, тогда атом и представляет собой маг-
нитный диполь. 
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С существованием в твердом теле постоянных магнитных дипо-
лей связаны магнитные свойства парамагнетиков, антиферромагне-
тиков, ферромагнетиков. 

Магнитная восприимчивость mχ  устанавливает связь между 
внешним магнитным полем и магнитным полем атомов тела. Знак 
и величина mχ  указывают на характер магнитных свойств вещест-
ва. В соответствии с этим можно выделить три основных типа тел: 
парамагнетики ( )6 710 ...10m

− −χ ≈ ; ферромагнетики, а также ферри-

магнетики и антиферромагнетики ( mχ  до 2 310 ...10 ); диамагнетики 

( mχ ≈ 4 910 ...10− −− ). 
 

Парамагнетизм 
 
Парамагнетизм имеет место, когда магнитные моменты в отсутствие 

внешнего магнитного поля расположены хаотически. В магнитном поле 
диполи стремятся к упорядочению, причем магнитная восприимчивость 

mχ  положительна (поле увеличивается) и обратно пропорциональна тем-
пературе: 

( )2
0,  3m BC T C n kχ = = μ μ  

(закон Кюри); здесь С – константа Кюри; n – концентрация атомов; μ – пол-
ный магнитный момент атома. Тепловые движения препятствуют упорядо-
чению, значения mχ  у парамагнетиков намного меньше единицы. 

 
Антиферромагнетики 

 
У антиферромагнетиков наиболее энергетически выгодна противопо-

ложная ориентация соседних магнитных диполей (рис. 1.132, б), так что 
суммарный магнитный момент при низких температурах оказывается мал. 

При повышении Т до температуры Нееля TN уменьшается роль взаи-
модействия между соседними диполями, магнитная восприимчивость воз-
растает. При Т > TN спины становятся «свободными», и антиферромагне-
тики реагируют на внешнее магнитное поле как парамагнетики с темпера-
турной зависимостью по модифицированному закону Кюри: 

( )m C Tχ = + θ , 

где θ – постоянная для данного вещества величина. 
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Ферримагнитные материалы 
 
Ферримагнитные материалы также имеют наиболее энергетически вы-

годное противоположное расположение магнитных диполей, но разнона-
правленные магнитные моменты не равны друг другу, и состояние с наи-
меньшей энергией обладает ненулевым магнитным моментом sM . При 
нагревании ферримагнетика sM  уменьшается, и при Т > TF тело ведет 

себя как парамагнетик, но с нелинейной температурной зависимостью mχ  
(рис. 1.132, г). 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
Рис. 1.132. Возможное низкотемпературное упорядочение соседних диполей и 
соответствующее поведение спонтанной намагниченности и (или) восприимчиво-
сти для парамагнетика (а), антиферромагнетика (б), ферромагнетика (в), ферри-
магнетика (г) 
 

К ферримагнетикам относятся, в частности, ферриты – вещества типа 
МО-Fe2O3 , где М – двухвалентный металл; они обладают при хороших 
магнитных свойствах высоким электросопротивлением (около 107 Ом ⋅ м) и 
прямоугольной петлей гистерезиса, что определяет их широкое примене-
ние в электронике. 

 
Ферромагнетики 

 
Ферромагнетики характеризуются наличием минимальной энер-

гии при параллельном расположении магнитных диполей. Индук-
ция возникающих спонтанных магнитных полей B достигает не-
скольких тесла, что объясняет широкое применение ферромагнети-
ков при создании магнитных систем. При Т > ТС (где ТС – темпера-
тура Кюри, при которой происходит хаотизация направлений маг-
нитных диполей) ферромагнитные материалы ведут себя подобно 
парамагнетикам, а температурная зависимость mχ  описывается 
законом Кюри – Вейсса: 
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( ) ,
const .

m n

n C

C T T
T T
χ = −

= ≥
     (1.101) 

Момент каждого диполя μ, вы-
раженный в единицах Bμ , для 
большинства ферромагнетиков оп-
ределяется спинами непарных элек-
тронов в атоме и примерно равен их 
числу. Орбитальное движение дает 
обычно относительно небольшой 
вклад.  

Образец ферромагнетика может 
в целом оказаться ненамагниченным, так как возможна хао-
тическая ориентация магнитных доменов – областей с магнитными 
диполями, параллельными друг другу (или насыщение энергетиче-
ского спектра магнонов), – диполи разориентированы. Разделяются 
магнитные домены переходными областями – стенками Блоха, в 
которых происходит довольно плавный (на размерах порядка сотен 
атомов) поворот ориентации магнитных диполей (рис. 1.133). При 
включении внешнего магнитного поля блоховские стенки движутся 
так, что растут домены с направлениями магнитных диполей, близ-
кими к направлению внешнего поля, – образец намагничивается. 
При сильных полях происходит также поворот доменов; при еще 
более сильных полях имеет место насыщение – все магнитные ди-
поли ориентированы вдоль внешнего магнитного поля, многократ-
но усиливая его: 

( )max 0= μ + sB H M , 
где sM  – индукция насыщения.  При снятии внешнего магнитного 
поля остается намагниченность, связанная с преимущественной 
ориентацией диполей. Периодическое изменение знака внешнего 
поля приводит к известной петле гистерезиса. 

 
Диамагнетики 

 
Каждому электрону, движущемуся по «атомарной орбите», при-

сущ диамагнетизм – небольшая по значению отрицательная маг-
нитная восприимчивость, индуцируемая внешним магнитным по-
лем; диамагнитный эффект проявляется лишь, когда полный маг-

 
Рис. 1.133. Поворот направле-
ния спина в пределах толщи-
ны блоховской стенки, разде-
ляющей магнитные домены 
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нитный момент атома (или иона в кристалле) равен нулю, т.е. все 
электроны спарены, и перечисленные ранее эффекты не имеют 
места. Причина в том, что вследствие наложения внешнего маг-
нитного поля при изменении магнитного потока через «контур» 
(образованный электронной орбитой) индуцируется «электриче-
ский ток» (изменение скорости орбитального движения электрона), 
который в соответствии с правилом Ленца направлен так, что пре-
пятствует увеличению магнитного потока, т.е. уменьшает внешнее 
магнитное поле. В результате в среде возникает диамагнитная вос-
приимчивость 

( )2 2
Д 0 6e e

e
e r mχ = − μ < >∑ ; 

здесь суммирование проводят по всем (валентным и внутренним) 
электронам всех атомов, находящихся в единице объема; 2

er< > – 
средний квадрат расстояния от ядра для данного электрона. 

 
Магнитные свойства аморфных металлов 

 
Наибольший интерес представляют магнитные свойства аморфных 

сплавов переходных (Mn, Fe, Co, Ni, ...) и редкоземельных (Eu, Gd и т.д.) 
металлов с другими металлами и металлоидами. При достаточно высоких 
температурах эти сплавы находятся в парамагнитном состоянии. Тем-
пературные зависимости магнитной восприимчивости хорошо описывают-
ся законом Кюри – Вейсса (1.101). При температуре ниже соответствующей 
критической в них возникает магнитное упорядочение. Магнитное упорядо-
чение аморфных сплавов может быть ферромагнитным, антиферромаг-
нитным, а также ферримагнитным. В ряде случаев наблюдается состояние 
спинового стекла. Спиновое стекло характеризуется замораживанием спи-
новых магнитных моментов в случайных направлениях при температуре 
ниже некоторой характеристической. Заметим, что состояние спинового 
стекла обнаружено также и в некоторых кристаллах. 

Во многих случаях аморфные металлические сплавы упорядочены как 
ферромагнетики, несмотря на то, что их кристаллические аналоги являют-
ся антиферромагнитными. Это свидетельствует о том, что при аморфиза-
ции структуры изменяется характер обменного взаимодействия. Разупоря-
дочение атомной структуры приводит к уменьшению длины свободного 
пробега электронов проводимости, которая в аморфных металлах и спла-
вах может иметь порядок межатомного расстояния, что значительно сни-
жает вклад обменного взаимодействия через электроны проводимости. 
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1.7. Свойства границы твердого тела.  
Контактные явления 

 
1.7.1. Структура и потенциальный рельеф  

границы твердых тел 
 

Структура поверхностей кристаллов 
 
При образовании кристалла его сво-

бодные поверхности стремятся образо-
вать определенным образом ориентиро-
ванные плоскости. Причина в том, что 
при   образовании   поверхности   в   ре-
зультате скола кристалла затрачиваемая 
(поверхностная) энергия пропорцио-
нальна числу обрываемых связей, и 
наиболее вероятны сколы по плоско-
стям, соответствующим минимальному 
числу этих связей (рис. 1.134). Энерге-
тически невыгодно также образование 
острых углов: при постоянном объеме 
срезание этих углов уменьшает пло-
щадь поверхности. 

 
Поверхность ковалентных  
кристаллов. Реконструкция 

 
В ковалентных кристаллах поверх-

ностная энергия в несколько раз мень-
ше суммарной энергии разрыва связей вследствие реконструкции 
поверхности, заключающейся в том, что одна часть оборванных 
связей насыщается за счет ухода электронов с другой части связей. 
Одни из поверхностных атомов при этом смещаются в глубь тела, 
другие – в противоположном направлении, таким образом, ранее 
«равноправные» атомы на поверхности становятся различными, 
т.е. снижается порядок симметрии атомов на поверхности 
(рис. 1.135). 

Перед реконструкцией на поверхности имеются гибридизован-
ные (см. разд. 1.1) состояния оборванных связей с энергией, лежа-

 
 

Рис. 1.134. Наиболее ве-
роятные плоскости скола 
кристалла со структурой 
алмаза (плоскость черте-
жа (110)) 
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щей вблизи запрещенной зоны объ-
емных состояний или в ней самой. 
В результате реконструкции эти 
состояния расщепляются на запол-
ненные, уходящие в глубь валент-
ной зоны состояния, и свободные, 
оказывающиеся в зоне проводимо-
сти. 
 

Поверхность ионных  
кристаллов 

 
Модель структуры поверхности 

ионных кристаллов можно полу-
чить, если мысленно за некоторой 
кристаллической плоскостью уда-
лить все ионы. При анализе воз-
можных поверхностей скола нужно 
учитывать наличие зарядов у раз-
личных атомов решетки: при разре-
зе плоскостью могут образоваться 
поверхности, несущие очень боль-
шой поверхностный заряд; могут 
образовываться и квазинейтраль-
ные поверхности с одинаковым 

числом положительных и отрицательных зарядов (так, для струк-
туры KCl – поверхность (100)). Реализуется обычно последняя ори-
ентация. Основной вклад в поверхностную энергию связан с уве-
личением электростатической энергии в расчете на один ион. Так, 
для поверхности (100) кристалла со структурой KCl расчеты дают 
поверхностную энергию ( )2 2 2

00,0422 4пE z e a= πε , где z – полный 

целочисленный заряд иона. 
 

Поверхность металлов.  
Силы зеркального изображения 

 
Потенциал внутри твердого тела в среднем всегда положителен 

(относительно потенциала на бесконечности в вакууме). Причина 

 

Рис. 1.135. Реконструкция по-
верхности ковалентного кри-
сталла со структурой алмаза 
(гибридизованные состояния, 
занятые двумя электронами, 
изображены двойными линия-
ми) 
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заключается в существенно различной массе частиц: тяжелые ионы 
локализованы в малых областях пространства, тогда как волновые 
функции электронов (особенно валентных) занимают относительно 
большие объемы, выходят за границу распределения положитель-
ного заряда и создают дипольный слой, определяя потенциал. Из 
уравнения Пуассона 2

0qU n e∇ = − ε  
(где qn  – плотность зарядов) получает-
ся «перевес» вклада ионов над элек-
тронами (рис. 1.136). Таким образом, 
твердое тело является для электронов 
трехмерной потенциальной ямой, на 
границах которой существует потен-
циальная ступенька высотой 1...10 эВ. 

Форму потенциала в металле вблизи 
поверхности (рис. 1.137) можно пред-
ставить следующим образом. В нуле-
вом приближении электронная плот-
ность одинакова для ячеек Вигнера –
 Зейтца как приповерхностных атомов, 
так и атомов в глубине образца 
(рис. 1.138). 

Следующее приближение учитывает 
распространение волновой функции 
электронов за пределы граничных яче-
ек, причем получающаяся граница 
электронной плотности оказывается 
сглаженной, почти не модулированной 
с периодом решетки. Возникает «атом-
но-гладкая» поверхность электронного 
газа, поэтому при качественном описа-
нии граничных эффектов используют 
так называемую модель желе, в кото-
рой положительный заряд ионов ( )n x e  
считается равномерно распределенным 
по полупространству. 

 

Рис. 1.136. Распределение 
потенциала в системе: то-
чечный ион – равномерно 
делокализованный по ша-
ру радиусом R электрон  
 

Рис. 1.137. Потенциал 
вблизи границы металла 
(заштрихована зона про-
водимости) 
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Потенциал ионной составляющей 
U(x) определяют из уравнения Пуассона 

( ) ( )2
0U x n x e∇ = − ε  (где ( ) in x n=   при 

0x ≤ , ( ) 0n x =  при 0x > ; e in n=  – 
средняя плотность зарядов в глубине 
тела), а распределение электронной 
плотности ( )e en n x=  – из уравнения 
Шредингера для электрона на указан-
ном потенциальном рельефе. Эта мо-
дель из всех параметров металла содер-
жит только электронную плотность en  
и не учитывает других особенностей. 
Модель желе описывает появление ди-
польного слоя на границе, что отража-
ется на потенциальной диаграмме (см. 
рис. 1.137) наличием ступеньки высо-
той в 5...10 эВ. 

В следующих приближениях учиты-
вается неоднородность распределений 
потенциала (учет влияния структуры 
решетки и валентности атомов z). 

В металлах электронный газ вы-
рожден, уровень Ферми значительно 
выше дна потенциальной ямы, однако 

ниже уровня вакуума. Если пренебречь анизотропией и неоднород-
ностью потенциального рельефа, считая дно потенциальной ямы 
гладким, а электроны металла квазисвободными, то получается мо-
дель Зоммерфелъда (рис. 1.139). 

 Форма потенциала у границы металла вне условной геометри-
ческой границы электронного газа с хорошей точностью определя-
ется силами зеркального изображения. Электрон, покинувший ме-
талл, создает вокруг себя электростатическое поле, возмущенное 
близким присутствием металлической поверхности: электрическое 
поле может быть только нормально к ней. Конфигурация силовых 
линий соответствует половине поля диполя (рис. 1.140). Между 
электроном и его «зеркальным изображением» действует сила ку-

Рис. 1.138. Структура
приповерхностной облас-
ти металла: а – поверх-
ность твердого тела как
разрез, проведенный по 
поверхностям ячеек Виг-
нера – Зейтца (штрихами
изображена идеально
гладкая поверхность); б –
поведение электронной
плотности вблизи по-
верхности 
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лоновского притяжения ( )22
04 2F e x⎡ ⎤= πε⎣ ⎦ , а создаваемый ею по-

тенциал  

( ) ( )2
04 4

x

U x Fdx e x
∞

= = − πε ⋅∫ . 

 

 
Рис. 1.139. Модель Зоммерфель-
да (штриховкой обозначена об-
ласть валентной зоны, занятой 
электронами 

 

 
Рис. 1.140. К анализу сил 
зеркального изображения 

 
Электронная зонная структура поверхности 

 
Существование поверхности, даже абсолютно правильной, яв-

ляется нарушением трансляционной симметрии, что сказывается на 
дисперсионных зависимостях для электронов. 

Приграничные атомы имеют несимметричное окружение и по-
этому иную электронную структуру, чем атомы в объеме. Качест-
венно влияние этого фактора можно проанализировать на основе 
одномерного уравнения Шредингера на потенциале, образованном 
цепочкой прямоугольных ям (модель Кронига – Пенни), но с ко-
нечной длиной цепочки и с изменяющейся на концах высотой 
барьеров. В отличие от периодического поля (модель Кронига – 
Пенни) появляются добавочные электронные состояния, волновые 
функции которых локализованы вблизи поверхности и экспонен-
циально спадают при удалении от нее (уровни Тамма) (рис. 1.141, 
1.142). 

При образовании поверхности объемного кристалла вероятность 
нахождения электрона на объемных уровнях металла в приповерх-
ностной области может измениться вследствие интерференции па-
дающих  на  поверхность  и  отраженных  от  нее  потоков  элек-
тронов. 



170 

Поэтому если для ха-
рактеристики электронной 
структуры всего кристалла 
в целом вводят понятие 
плотности состояний 

( ) ( )g E E Eα
α

= δ −∑ , где 

α – индекс, нумерующий 
разрешенные уровни энер-
гии Eа, то при описании 
электронной структуры 
приповерхностного слоя 
целесообразно использо-
вать локальную плотность 
состояний (ЛПС), опреде-
ляемую в точке простран-
ства r с учетом ста-
тического веса каждой 
собственной функции сис-
темы: 

( )
( ) ( )2

,

,

g E

E Eα α
α

=

= ψ δ −∑
r

r  

где ( )αψ r  – амплитуда 
вероятности нахождения 
электрона, имеющего ко-
ординату r, на уровне Eα . 

Расчет и сравнение 
друг с другом объемной 
плотности состояний 

( )g E  и ЛПС ( ),g Er , в 
которой в качестве коор-

динаты r фигурирует номер атомного слоя, показали, что в окрест-
ности дна зоны bW  ЛПС поверхностного атомного слоя (S = 1) ве-

дет себя как ( )3 2
bE W−  (рис. 1.143), то же справедливо и в отно-

Рис. 1.141. Зонная структура Li: а – в 
плоскости (001) ОЦК-решетки; 
б – пленки лития, состоящей из 13 
атомных слоев 
 

Рис. 1.142. Волновые функции объ-
емного (1) и поверхностного (2) со-
стояний для плоскости (001) Li 
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шении второго (S = 2), третьего (S = 3) слоев. Однако с увеличени-
ем номера слоя S такое поведение становится все менее выражен-
ным, и в пределе S → ∞  получается объемная плотность состоя-
ний, которая ведет себя в окрестности дна зоны как ( )1 2 .bE W−  
Аналогичное поведение имеет место в окрестности потолка зоны. 
Закон трех вторых для поверхностных атомных слоев на краю зоны 
металла отражает лишь тот факт, что вероятность нахождения 
электрона в приповерхностной области на уровнях в окрестности 
дна или потолка зоны меньше, чем для электрона в объемных слоях 
металла. 

 
Рис. 1.143. Разрешенная по слоям ЛПС для трех верхних поверхностных 
плоскостей в модели сильной связи (а) в сравнении с объемной плот-
ностью состояний (б) 

 
Таммовские состояния (ТС) разделяют на собственные и несоб-

ственные. Первые относятся к чистым поверхностям, тогда как 
вторые возникают только в том случае, если на поверхности адсор-
бировались инородные атомы. Очевидно, в последнем случае по-
верхностного возмущения, сформировавшегося в результате релак-
сации идеальной и чистой поверхности (собственной релаксации), 
недостаточно, и лишь адсорбция частиц доводит его до значения, 
необходимого для образования ТС на данной грани. Часть ЛПС 
(см. рис. 1.143), отвечающая ТС, довольно быстро убывает с номе-
ром слоя, однако формально она присутствует в выражении для 
ЛПС с произвольно большим номером атомного слоя. Это показы-
вает, что таммовский уровень точно так же, как и любой другой, 
принадлежит всему кристаллу, и с увеличением номера слоя очень 
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быстро (экспоненциально) уменьшается лишь вероятность нахож-
дения на нем электрона. Поэтому о таммовских уровнях часто го-
ворят как о чисто поверхностных состояниях. 

При рассмотрении цепочки, в которой поверхность ассоцииру-
ется с крайним атомом, решение задачи об определении спектра 
электронных уровней энергии при наличии поверхностного воз-
мущения приводит к тому, что ТС получается как дискретный уро-
вень, отщепившийся от объемной зоны металла, что связано с не-
возможностью движения электрона вдоль поверхности. При реше-
нии же задачи о полупространственном кристалле с бесконечной 
плоской поверхностью, вдоль которой электрон может двигаться, 
часть ЛПС, отвечающая ТС, обладает конечной шириной и может 
частично перекрываться с интервалом объемных состояний (см. 
рис. 1.144). 

 
Рис. 1.144. Разрешенная по слоям ЛПС для трех слоев в модели сильной 
связи с учетом поверхностного возмущения 

 
Примером таких состояний служат состояния Шокли, соответ-

ствующие оборванным ковалентным связям, находящиеся у уровня 
Ферми и примерно наполовину заполненные, что обеспечивает их 
участие в поверхностной электропроводности. Однако в случае ре-
конструкции поверхности эти состояния расщепляются на запол-
ненные, уходящие в глубь валентной зоны, и свободные, оказав-
шиеся в зоне проводимости. 
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Поверхностные квазичастицы 
 
Поскольку потенциальные характеристики для поверхностных атомов и 

электронов существенно отличаются от объемных, возникают поверхност-
ные элементарные возбуждения, или поверхностные квазичастицы, с ко-
личественно иными свойствами, нежели чем у квазичастиц в глубине тела. 

 
Поверхностные фононы 

 
Одной из простейших моделей поверхностных квазичастиц может слу-

жить одномерная модель поверхностных фононов. В ней рассматриваются 
колебания одномерной конечной цепочки с незакрепленными концами, 
составленной из атомов, взаимодействующих по закону Гука. Прямое ре-
шение уравнений, аналогичных (1.25), указывает на существование «по-
верхностной» моды колебаний – частоты, для которой амплитуды смеще-
ний атомов экспоненциально спадают при удалении от незакрепленных 
концов, т.е. соответствующие фононы локализованы на границе тела. Час-
тота колебаний в этой моде sω  лежит в запрещенной зоне между полоса-
ми акустических и оптических колебаний; например, при двухатомном ба-
зисе 

( ) ( )s C m M mMω = + . 
 

Поверхностные поляритоны и плазмоны 
 
Поверхностные поляритоны можно описать, рассматривая распростра-

нение электромагнитных волн на границе раздела двух сред (с диэлектри-
ческими проницаемостями εa (ω) и εb (ω)). Такие колебания влияют, на-
пример, на оптические свойства в инфракрасном диапазоне для кристал-
лов диэлектриков малых размеров (порошки, тонкие пленки, кристаллиты). 
Дисперсионное уравнение поверхностных поляритонов 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]2 2 2
a b a bc k ω = ε ω ε ω ε ω + ε ω  

отличается от такового для однородной среды ( )2 2 2c k ω = ε ω . 
В частном случае поверхностных плазмон-поляритонов зависимость 

( )b bε = ε ω  описывается формулой Друде (см. разд. 1.6): 

( ) ( )( ) ( )2 2 2 2 *
01 ,     b pl pl ne m⎡ ⎤ε ω = ε ∞ − ω ω ω = ε ε ∞⎣ ⎦ . 

При малых k ( )pk c≥ ω  поляритон близок к фотону, а при больших – к 

поверхностному плазмону. В пределе pk c>> ω  энергия поверхностного 

плазмона стремится к ( )[ ]1 21 1 .ps plω = ω + ε ∞  Для границы металла и 

диэлектрика (полупроводника) с проницаемостью ( )′ε ∞  поверхностные 
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плазмоны имеют энергию ( )[ ]1 21 1 ,ps pm ′ω ≈ ω + ε ∞  где pmω – плаз-
менная частота для электронов в металле. Для границы с вакуумом 
( ( ) 1′ε ∞ = ) энергия поверхностного плазмона ( )1 22 .ps pmω ≈ ω  В трех-

слойной системе (металл – пленка диэлектрика толщиной L – вакуум) 

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )( ){ }1 22th 2 1 th .ps pm kL kL⎡ ⎤ω = ω ε ∞ + ε ∞ + + ε ∞⎣ ⎦  

В таких системах энергия поверхностного плазмона намного меньше 
pmω  (т.е. порядка нескольких электрон-вольт). Поверхностные плазмоны 

связаны с осцилляциями плотности заряда, сосредоточенного непосредст-
венно на поверхности (соответствующие решения получают при рассмот-
рении уравнения Пуассона совместно со вторым законом Ньютона). Они 
проявляются, например, в спектрах отражения полупроводников и метал-
лов, вызывая особенности при psω ≈ ω . 

 
Поверхностные магноны 

 
В магнитных материалах при CT T<  направления магнитных моментов 

атомов упорядочены вследствие обменного взаимодействия, что приводит 
к появлению магнонов. На поверхности возбуждаются спиновые волны 
(магноны) с количественно отличающимися от объемных характеристика-
ми (рис. 1.145). 

 
Реальные поверхности, адатомы 

 
Как правило, атомно-чистая поверхность кристалла имеет мно-

гочисленные дефекты типа одноатомных ступеней с уступами, ва-
кансий на поверхности, атомов на ступени, выходов дислокаций, а 
реальные поверхности имеют также адатомы – адсорбированные 
чужеродные атомы (на ступени, на уступах) и образованные ими 
одноатомные пятна (рис. 1.146). 

Все эти дефекты создают уровни, расположенные в запрещен-
ной зоне кристалла, как акцепторные, так и донорные; соответст-
вующие им электронные состояния локализованы не только по 
энергии, но и в пространстве – они сосредоточены лишь на самой 
поверхности раздела полупроводника с вакуумом или газом. 
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Рис. 1.145. Дисперсионные зави-
симости поверхностных и объем-
ных магнонов 

 

 
Рис. 1.146. Схема реальной поверхности: 1 –
адсорбированный атом; 2 – адсорбированный 
атом на уступе; 3 – атом на конце уступа; 4 –
атом внутри уступа; 5 – атом на ступени; 6 –
выход винтовой дислокации; 7 – пара адсор-
бированных атомов; 8 – вакансия в уступе; 
9 – вакансия в ступени

 
Адатомы на поверхности ковалентных кристаллов 

 
Адатомы на поверхности ковалентных кристаллов вступают в 

химическую связь с незаполненными орбиталями, устраняя причи-
ну реконструкции. Так, атом Н на поверхности (111) Si, распола-
гаясь над поверхностным атомом, отдает свой электрон для насы-
щения оборванной связи. При неполном покрытии поверхности 
( 0 1a aN Nθ = < , где θ – степень покрытия; aN – число адатомов на 
единице поверхности; 0aN – их число при моноатомном покрытии) 
адатомы стремятся собираться в пятна с θ = 1, оставляя часть по-
верхности атомарно чистой (θ = 0), т.е. реконструированной: такое 
расположение энергетически выгоднее хаотического. 

 
Адсорбция на металлической поверхности 

 
При адсорбции на металлической поверхности анализ проводят 

в рамках модели желе; первоначально узкие энергетические уровни 
свободного атома в результате взаимодействия с металлом уширя-
ются, образуя более или менее широкие полосы. Электроны адато-
мов могут туннелировать в металл и обратно, их волновые функ-
ции искажаются (рис. 1.147), уширенные уровни дают вклад в 
энергетическое распределение плотности электронных состояний 
металла. 
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Соответствующие пики в распределении называют резонансами. 
В зависимости от положения резонанса относительно EF в ячейке 
адатом будет в большей или меньшей степени ионизован: заполне-
на будет та часть состояний адатома, которая лежит ниже уровня 
Ферми, при этом заряд адатома может стать положительным или 
отрицательным. Например, адатом Cl на Al образует резонанс под 
уровнем Ферми (так как энергия ионизации, определяющая поло-
жение резонанса, у Cl больше работы выхода – расстояния от энер-
гии Ферми до уровня вакуума E = 0). 

 

 
Рис. 1.147. Контуры постоянной электронной плотности для атомов, адсорбиро-
ванных на поверхности Al; а – полная плотность; б – разность полной плотности и 
суперпозиции плотностей для свободных атомов и для чистой поверхности метал-
ла (прямая линия – поверхность желе) 

 
Все соответствующие состояния оказываются занятыми, что ха-

рактерно не для атома, а для иона Cl– с заполненными неоноподоб-
ными оболочками 2 2 61 2 2s s p  (см. рис. 1.147). Противоположная 
ситуация создается при адсорбции Li, дающего резонанс над уров-
нем Ферми и образующего ион Li+ с гелиоподобной оболочкой 21s  
(см. рис. 1.147). Для пары Al-Si ситуация иная: хотя 3s-уровень Si 
расположен низко, 3p-уровень находится у FE , т.е. шесть уровней 
p-резонанса 63p  заполнены наполовину: заняты только состояния, 
образующие химическую связь. При этом часть заряда локализова-
на между атомом и металлом (заряд на связи, рис. 1.147). 
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1.7.2. Работа выхода и электронное сродство 
 
Для выхода из тела электрона, обладающего минимальной кине-

тической энергией (т.е. расположенного у дна потенциальной ямы), 
должна быть затрачена энергия, соответствующая высоте потен-
циального барьера у границы 0U  (полная работа выхода). В метал-
лах при Т = 0 К электроны заполняют все энергетические уровни 
вплоть до уровня Ферми, поэтому минимальная энергия, необхо-
димая для удаления самого быстрого электрона, равна 0 FU E− . 
Работу, которую необходимо совершить для удаления электрона с 
энергией, соответствующей FE , на такое расстояние от тела, где 
можно пренебречь его воздействием на частицу, называют термо-
динамической работой выхода (или работой выхода) 0U Eϕϕ = − . 
При T > 0 К в металле появляются электроны на уровнях выше FE , 
но и в этом случае ϕ отсчитывают от FE ; выход электронов, на-
пример с FE E< , нарушает равновесие в кристалле и вызывает пе-
реход быстрых электронов на освободившиеся уровни с выделени-
ем энергии и нагревом кристалла. Таким образом, затраченная ра-
бота не является работой выхода в чистом виде, часть ее расходу-
ется на нагрев тела. 

Эмиссия электронов с FE E>  вызывает переход оставшихся 
электронов на более высокие уровни с отбором энергии от решетки 
и ее охлаждением, т.е. удаление электрона из тела происходит час-
тично и за счет внутренней энергии кристаллов. Значения ϕ зависят 
от внутренней структуры тела и от условий на его поверхности. 

Для полупроводников помимо термодинамической работы вы-
хода различают электронное сродство χ (или внешнюю работу 
выхода), равное минимальной энергии, которую следует сообщить 
электронам дна зоны проводимости для их удаления из кристалла 
(рис. 1.148). 

На энергетической диаграмме χ есть разность энергий, соответ-
ствующих уровням вакуума и дна зоны проводимости (около 
1...6 эВ). Электронное сродство также зависит от внутренней 
структуры тела и условий на его поверхности. На высоту потенци-
ального барьера (следовательно, χ и ϕ) существенное влияние ока-
зывают плотность и расположение атомов на гранях, наличие на 
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поверхности адатомов примесей, которые вследствие ионизации 
или поляризации полем решетки создают у ее границы двойной 
слой электрических зарядов, искажающих форму потенциального 
барьера. 

 

  
Если покрыть поверхность монослоем электроположительных 

атомов, образующих на поверхности слой положительного заряда, 
поле которого скомпенсирует поле на границе, создающее потен-
циальную ступеньку, можно существенно понизить электронное 
сродство (до значений порядка 0,5 эВ для GaAs-Cs и GaP-Cs). Дос-
тижение такого состояния, когда эффективное электронное сродст-
во становится меньше нуля, возможно при наличии вблизи поверх-
ности изгиба зон, обусловленного электрическим зарядом на по-
верхности полупроводника p-типа (рис. 1.149). 

Поле положительного поверхностного заряда проникает в глубь 
полупроводника на расстояние порядка радиуса Дебая (на больших 
расстояниях поле экранируется перераспределением зарядов: по-
ложительно заряженные дырки отталкиваются от поверхности, и 
остается обедненный дырками слой нескомпенсированного отри-
цательного заряда ионов акцепторной примеси, который вместе с 
поверхностным зарядом образует дипольный слой). Наличие поля в 
полупроводнике вызывает изменение электрического потенциала в 
приповерхностной обедненной области, что эквивалентно изгибу 
краев зон, эффективное электронное сродство в объеме равно раз-
ности электронного сродства на поверхности и величины изгиба 
зон UΔ : 

eff Uχ = χ − Δ . 

 

Рис. 1.148. Потенциальная диаграмма для поверх-
ности металла (а) и полупроводника (б) 

 Рис. 1.149. Поверхность 
полупроводника p-типа с 
отрицательным элек-
тронным сродством 
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Если величина UΔ > χ , то 0effχ <  и барьер, препятствующий 
выходу электронов из зоны проводимости в объеме полупроводни-
ка в вакуум, отсутствует. Для поверхности p–GaAs, покрытой Cs, 

0,5UΔ =  эВ, т.е. 0effχ = . Активирование с образованием на по-
верхности слоя CsO еще сильнее снижает χ, так что effχ становится 
отрицательным (в таком случае образует слой отрицательных      
ионов под поверхностным слоем ионов Cs+, так что дипольный 
момент и его влияние на χ увеличиваются). Свободный выход воз-
бужденных электронов из зоны проводимости в вакуум становится 
энергетически возможным. 

 
Изотермическая и адиабатическая работа выхода 

 
Работа выхода ϕ, строго говоря, – среднее изменение суммарной 

энергии тела при электронной эмиссии в пересчете на один элек-
трон: 

 edE dNΣϕ = − , (1.102) 
где eN  – число электронов в теле. Она равна разности между хи-
мическими потенциалами электрона вне и внутри твердого тела. 
Для полупроводников FE  лежит ниже дна зоны проводимости, т.е. 
χ < ϕ . Определение ϕ по (1.102) оказывается неоднозначным и за-
висит от различных возможных условий выхода электронов из те-
ла; например, в суммарную энергию EΣ  входит омический нагрев 
решетки в результате перетекания поверхностных зарядов, соз-
дающих поле сил зеркального изображения. Если переход проис-
ходит адиабатно (энтропия constS = ), то в общем случае меняются 
энергия и температура системы; если же температура Т поддержи-
вается постоянной, как, например, при термоэмиссии, то 0dS ≠ . В 
первом случае работа выхода Sϕ = ϕ  совпадает (по модулю) с 
электрохимическим потенциалом 0E  (по определению 0E ): 

( )0 , conste SS VE E NΣ == ∂ ∂ = −ϕ , 

где V – удельный объем. Во втором случае Tϕ = ϕ  (ричардсонов-
ская работа выхода) выражается через Sϕ : 
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где F – свободная   энергия;   при   записи   используют  термоди-
намические тождества: 

( ) ( )
( )

, const , const

, const

,  ,  

,
e eT V S V

N V

F E TS F N E N

S F T
Σ Σ= =

=

= − ∂ ∂ = ∂ ∂

= − ∂ ∂
 

Tϕ  и Sϕ  на величину ( )ST T∂ϕ ∂ , что составляет в относительных 
величинах порядка процентов 10–2, однако влияние поправок к ϕ на 
эмиссионные характеристики оказывается весьма заметным. 

Температурные изменения Sϕ  связаны с зависимостью 
( )F FE E T= : во-первых, из-за свойств функции Ферми – Дирака, 

во-вторых, так как eN  уменьшается с ростом Т из-за температурно-
го расширения, что уменьшает FE  и увеличивает Sϕ . Противопо-
ложное влияние на Sϕ  оказывает снижение дна потенциальной 
ямы при разрежении атомных слоев у поверхности (уменьшение 
поверхностной плотности слоя отрицательного заряда). Эффек-
тивная температурная зависимость ϕ существует и при больших 
значениях крутизны плотности состояний ( )*g E E E∂ = ∂ , где *E  – 
энергия электронов до эмиссии; если, например при нагреве, элек-
троны заселяют область с повышенной плотностью состояний, т.е. 

( )( ) 0g E E∂ ∂ > , это действует как повышение уровня Ферми. Зна-
чение соответствующей поправки при разных видах эмиссии опре-
деляется разными значениями *E  и обсуждается далее. 

Для металлов температурный коэффициент Tα ≡ ∂ϕ ∂ ≈  
510−≈  В/град, а для полупроводников – 4 310 ...10− −  В/град. 

Для разных граней монокристаллов коэффициент α может раз-
личаться не только по величине, но и по знаку. Для ферромагнети-
ков коэффициент α имеет скачок в точке Кюри. Например, для Ni 

( ) 50,99 0,17 10−Δα ≡ ± ⋅  В/град. 
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 Положение уровня FE  и в собственном, и в примесном полу-
проводниках в широком диапазоне изменения Т линейно зависит от 
температуры, т.е. зависимость ( )Tϕ  для полупроводников является 
линейной функцией Т. 

В модели желе (для простых ме-
таллов) зависимость ϕ от единст-
венного параметра Sr  показана на 
рис. 1.150. Примерно одинаковое 
значение работы выхода имеют 
элементы групп:  

IIA: для Sr-Ba ϕ = 2,5 эВ;  
IIIA: для Sc-Y-La-Cd ϕ = 3,3 эВ;  
IB: для Cu-Ag-Au ϕ = 4,4 эВ;  
IVB: для Si-Ge-C ϕ = 4,8 эВ. 
Для элементов 4-го большого 

периода: Fe-Co-Ni-Cu ϕ = 4,3...4,4. 
Работа выхода уменьшается последовательно в зависимости от 

положения элементов в периодах. Так, в периоде IIIB для B-Al-Ga-
Yn-Te ϕ = 4,5...3,7 эВ; в IVB для Ge-Sn-Pb-Si ϕ = 4,8...4,0 эВ 
(рис. 1.151).  

Для редкоземельных элементов ϕ = 3,0...3,3 эВ; для Y, Eu, Pr и 
Sm – 2,5 эВ. Минимальное значение работы выхода имеет Cs, 
ϕ = 1,81, максимальное – Pt, ϕ = 5,32.  

 

 
Рис. 1.151. Работа выхода электрона основных плоскостей монокристал-
лов 4-го (а), 5-го (б), 6-го (в) периодов периодической системы элементов 

 

Рис. 1.150. Зависимость рабо-
ты выхода от Sr  3(4 1)S er nπ =
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Оксиды щелочных и щелочно-земельных металлов, например 
BaO, SrO, CaO и др., имеют значение ϕ < 1,0 эВ; вольфраматы ще-
лочно-земельных металлов типа 3 6Me WO  и вольфраматы бария 
имеют значения ϕ в пределах 1,0...2,0 эВ. Так как ϕ зависит от 
межъядерного расстояния (см. рис. 1.150), очевидно, что она будет 
различной для разных плоскостей кристаллической решетки; как 
правило, меньшая плотность упаковки соответствует меньшему 
значению ϕ. Рекомендованные значения ϕ для некоторых материа-
лов газоразрядной техники приведены в табл. П.1.1 прил. 1. 

 
Влияние поверхностных моноатомных пленок  

на работу выхода 
 

При адсорбции на поверхности кристалла слоя атомов с относи-
тельно слабосвязанными валентными электронами (Cs,  Ba, K, Th и 
др.) на поверхности образуется 
дипольный слой (рис. 1.152), что 
приводит к уменьшению ϕ, т.е. 
смещение волновой функции 
электрона адатома в кристалле 
уменьшает граничный отрица-
тельный заряд от электронного 
облака. Снижение работы выхо-
да 

4 aNpΔϕ = π , 
где N – поверхностная плотность 
адатомов; ap  – дипольный мо-
мент адатома. Значение ap  уме-
ньшается с ростом N, так как 
уменьшается плечо диполя (ка-
ждый адатом притягивается 
большим числом отрицательных 
зарядов); максимум aNp  дости-
гается не при моноатомном по-
крытии (степень покрытия 
θ = 1), а при θ = 0,7 (рис. 1.153, 

 
Рис. 1.152. Изменение профиля
потенциала при адсорбции Cs на 
поверхности W 
 

Рис. 1.153. Зависимость φ систе-
мы W-Cs для различных степеней 
покрытия 
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табл. П.1.2 прил. 1). При θ > 2 работа выхода поверхности уже не 
зависит от θ и равна работе выхода материала покрытия. Анало-
гичные явления происходят при адсорбции атомов металлов на по-
верхности полупроводника. 

 При покрытиях, у которых превышен предел насыщения, для 
ряда ковалентных полупроводников поверхностные состояния сис-
темы адсорбат-полупроводник частично заполнены таким образом, 
что уровень Ферми на поверхности расположен в запрещенной зо-
не примерно на 1/3 ее ширины от вершины валентной зоны. 

Cs-О-активирование предпочтительнее для создания более ус-
тойчивого покрытия, чем монослои Cs, для существования которых 
требуется поддержание контролируемой среды. 

При одновременной или последовательной адсорбции атомов Cs 
и O последний внедряется в поверхность кристаллической решетки 
под слой Cs, так что создаются диполи с большим моментом, чем 
при отсутствии О, вследствие чего работа выхода в минимуме 
снижается на большую величину. Так, ϕ для грани (211) W дости-
гает минимального значения 1,1 эВ при одинаковых степенях по-
крытия поверхности Cs и O, равных половине монослоя для каждо-
го. Аналогичные эффекты наблюдаются при адсорбции Cs и O на 
некоторых полупроводниках (например, на грани (100) Si ϕ снижа-
ется с 4,5 до 0,9 эВ). 

У других полупроводников (например, GaAs) наименьшие зна-
чения ϕ = 0,6...0,7 эВ наблюдаются, когда структура получающихся 
слоев соответствует оксиду Cs2O. 

Покрытие поверхности статистически неравномерно, и работа 
выхода меняется по поверхности, что проявляется в описанном да-
лее эффекте «поля пятен». 

Значения ϕ для ряда пар адсорбент – адсорбат приведены в 
табл. П.1.3 прил. 1. 

 
1.7.3. Контактные явления. Контактная разность потенциалов 

 
При контакте двух разнородных металлов 1 и 2 с работами вы-

хода ( )1 2 1 2F FE Eϕ < ϕ <  (рис. 1.154, а) электроны преимуществен-
но перетекают из металла 1 на свободные и ниже расположенные 
уровни металла 2. В состоянии равновесия уровни Ферми у обоих 
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тел выравниваются, при этом между точками в и г вакуума у по-
верхности соприкасающихся тел (вне линии контакта) устанавли-
вается разность потенциалов kU , называемая внешней контактной 
разностью потенциалов: 

2 1kU = ϕ − ϕ . 
Выравнивание FE  в металлах обеспечивается переходом части 

электронов ( ~enΔ 2 ⋅ 106 см–3) из приповерхностного слоя, т.е. 
концентрация электронного газа ( ~en 1024см–3) не отличается от 
невозмущенной и проводимость контакта не отличается от метал-
лической. 

 
 
 
Рис. 1.154. Потен-
циальные диаграм-
мы контакта ме-
талл-металл до (а) 
и после (б) контак-
та 

 
Для возникновения внешней контактной разности потенциалов 

(КРП) не обязательно приводить тела в непосредственный контакт. 
Достаточно создать условия для обмена электронами, например в 
результате термоэлектронной эмиссии. В цепи, состоящей из по-
следовательно включенных металлических проводников, значение 

kU  между крайними телами не зависит от работ выхода промежу-
точных (рис. 1.155). 

 
 

 
 

Рис. 1.155. К определению 
контактной разницы по-
тенциалов в цепи, образо-
ванной двумя (а) и более 
(б) различными металлами 
(1 – 4) 
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После выравнивания уровней FE  обмен электронами определя-
ется разностью кинетических энергий электронов, находящихся на 
уровне Ферми, т.е. 1 2F FE E− . Более быстрые электроны переходят 
из первого тела во второе (так как 1 2F FE E> ), создавая вдоль ли-
нии контакта внутреннюю контактную разность потенциалов: 

( ) ( )1 2 1 2i k F FU U U U E E= + − = > . 

Значения 1FE  и 2FE  определяются концентрациями электронов 
проводимости; следовательно, iU  создается при диффузии элек-
тронов из металла с большей концентрацией электронного газа. В 
равновесии диффузионный ток равен встречному дрейфовому то-
ку, создаваемому полем iU . 

Положение уровня Ферми в металле хотя и слабо, но зависит от 
температуры, поэтому зависит от температуры и  iU ,  если считать 
постоянной электронную концентрацию  1en , 2en , то 

( ) ( )( )( )2
02 01 02 0112 1 1i F F B F FU E E k T E E⎡ ⎤= − + π −⎣ ⎦ , 

 

где 01 1 0 01 2 0| ;   |F F T F F TE E E E p= == = . Однако в реальных телах 
еще большее влияние на FE  (и на iU ) оказывают другие факторы, 
например, изменение электронной концентрации вследствие  тем-
пературного расширения решетки (см. разд. 1.2). В металлах iU  не 
превышает примерно 10–2 В, тогда как kU  может достигать не-
скольких вольт. Между электродами kU  может существенно вли-
ять на работу низковольтных газоразрядных устройств (особенно 
если значения работы выхода изменяются со временем из-за напы-
лений, адсорбции газов и т.д.). 
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Глава 2. ЭМИССИЯ ЗАРЯЖЕННЫХ ЧАСТИЦ  
С ПОВЕРХНОСТИ ТВЕРДЫХ ТЕЛ  

 
 

2.1. Термоэлектронная эмиссия 
 

2.1.1. Электроны в металлах 
 
«Электронный газ» в металлах можно рассматривать в прибли-

жении свободных электронов зоны проводимости, возникающей 
при обобществлении валентных электронов атомов при сближении 
атомов на расстояния, когда перекрываются электронные облака 
отдельных атомов. Сплошная зона проводимости возникает из-за 
расщепления энергетических уровней электронов отдельных ато-
мов в силу запрета нахождения электронов в одинаковом кванто-
вом состоянии. Так как число атомов велико, то расщепленные 
уровни электронов образуют непрерывную энергетическую полосу, 
называемую зоной проводимости, в которой электроны можно счи-
тать свободными, т.е. не привязанными к какому-либо атому. С 
другой стороны, оставшиеся без электрона атомы, т.е. ионы, игра-
ют роль  нейтрализующего  электроны  фона,  так  что  электрон-
ный газ  и  ионы  кристаллической  решетки  можно  считать  плаз-

мой. Расстояние между ионами: 
( )

9
1/3 1/327

1 1 10  м
10n

−≈ = стано-

вится меньше длины волны де Бройля электрона: λe
e e

h
m v

= ≈  

34
8 

23 31

6,6 10 Дж с 10 м
1,38 10 300 9 10 кг

−
−

− −

⋅ ⋅≈ ≈
⋅ ⋅ ⋅ ⋅

. Следовательно, электрон 

нельзя считать частицей, т.е. плазма является квантово-
вырожденной, подчиняющейся уже не классической статистике 
Максвелла – Больцмана, а статистике Ферми – Дирака. При этом 
электрон необходимо описывать волновой функцией:  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1/2
1ψ , ψ exp exp ωkr t r t ikr i t

V
= ⋅ϕ = − , 
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 где 2π ( ,  ,  )x y zk n n n
L

=   − волновой вектор, ,  ,  x y zn n n  − целые по-

ложительные или отрицательные числа; 3V L=  – объем металла; 
ω – частота волны. Волновая функция имеет смысл вероятности 
нахождения электрона в данной точке в данный момент времени 
(квадрат модуля этой функции равен плотности электронного об-

лака). Энергия электрона в состоянии ψk : 
2 2 2

2 2
k

k
e e

p kE
m m

= = . Функ-

ция распределения Ферми − Дирака, т.е. число частиц в одном со-

стоянии: ( ) 1

1 exp F
f E E E

kT

= −⎛ ⎞+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (рис. 2.1).   Импульс электрона 

можно выразить через квантовое число s : hp s
L

= , так что компо-

ненты импульса ,  ,  x x y y z z
h h hp s p s p s
L L L

= = = , где ,  ,  x y zs s s  − 

целые положительные или отрица-
тельные числа. Элементарный ку-
бик в импульсном пространстве 

имеет объем 
3

3

h
L

, поэтому число 

возможных квантовых состояний в 
интервале x y zdp dp dp  равно 

3

3 x y z
L dp dp dp
h

. При T = 0 все элек-

троны находятся внутри так называемой сферы Ферми (рис. 2.2). 
Если учесть  принцип Паули и две возможные ориентации спина, 

то число состояний в сфере Ферми:
3

3
3

42 π
3 F

L p N
h

⎛ ⎞
⋅ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
, следова-

тельно, 
1/3

03 ,
8πF
np h⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 где 0

Nn
V

= . Тогда  энергия  Ферми равна: 

Рис. 2.1. Функция распределе-
ния Ферми − Дирака 
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( )
2/32 2 2 2/320

0
3

3π .
2 2 8π 2

F
F

e e e

np hE n
m m m

⎛ ⎞= = ⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  Энергия Ферми не за-

висит от объема металла, а зависит от концентрации свободных 
электронов. На первый взгляд, 
странный вывод. При росте  V  число  
N  растет, казалось бы, должно расти 
число уровней и, значит, повышать-
ся верхний уровень FE , но FE  не 
зависит от общего числа уровней. 
Это связано с тем, что уменьшается 
расстояние между уровнями 

/2
FE

E
N

Δ =  («2» − с учетом спина) и 

зона проводимости при N →∞  становится сплошной. Число час-
тиц с энергией не больше E  определим из соотношения: 

( )
2 3/223π ,

2 e
E n

m
=  следователь-

но, ( )
3/2

2 2
21 .

3π
em E

n E ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

     

Тогда плотность электронов 
в импульсном пространстве, т.е. 
распределение по энергии 

( )
3/2

1/2
2

1 2
2π

dn mE E
dE

⎛ ⎞ρ = = ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

С учетом распределения Фер-
ми − Дирака распределение 
электронов по энергии имеет вид 

 

   ( )
3/2 1/2

2 2
1 2ρ

2π 1 exp F

m EE E E
kT

⎛ ⎞= ⎜ ⎟ −⎛ ⎞⎝ ⎠ + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (рис. 2.3). 

                                                                                         
 

 

 
Рис. 2.2. Сфера Ферми  

в импульсном пространстве

Рис. 2.3. Функция распределение  
электронов по энергии 
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2.1.2. Плотность термоэмиссионного тока 
 
Испускание электронов нагретыми проводящими материалами 

называется термоэлектронной эмиссией. Это явление было обна-
ружено в 1883 г. Эдисоном. Аналитический расчет плотности тер-
моэмиссионного тока можно получить исходя из модели Зоммер-
фельда о нахождении электронов в металле как в потенциальной 
яме. При абсолютном нуле температуры энергия электронов ме-
талла  не  может быть больше энергии Ферми, поэтому ни один 
электрон не может выйти из металла, а функция распределения об-
рывается при EF (см. рис. 2.3). При Т > 0 обрыв сглаживается, по-
является «хвост» функции распределения электронов с энергиями 
больше EF, именно у этих электронов, количество которых экспо-
ненциально растет с ростом температуры поверхности, появляется 
ненулевая вероятность преодоления потенциального барьера на 
границе металла. Поэтому термоэмиссионный ток заметен только 
для нагретых тел. Как известно из электростатики, на электрон вне 
металла около его поверхности действует сила со стороны наве-
денного симметрично поверхности положительного заряда:  

( )
2

24
eF x
x

= −  − так называемая сила «электрического изображе-

ния», которая стремится вернуть вылетевший электрон обратно в 
металл.  Зависимость потенциальной энергии можно выразить со-

отношением: ( )
2

4F a
eU x E e

x
= + ϕ − . Те электроны, которые имеют 

перпендикулярную к поверхности составляющую энергии больше 
высоты потенциального барьера, будут уходить на бесконечность, 
т.е. эмитироваться с поверхности (рис. 2.4). 

 
 
 
 
 
Рис. 2.4. Энергети-
ческая диаграмма, 
поясняющая меха-
низм термоэмиссии 
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Таким образом, термоэмиссионный ток обусловлен  «хвостом» 
функции распределения. При низких температурах таких электро-
нов пренебрежимо мало. С ростом температуры «хвост» удлиняет-
ся, термоэмиссия растет. 
Подсчитаем количество электронов с импульсами от xp  до 

x xp dp+  в единице объема: 

( )3

3

2 , ,

2 1

1 exp

x x y z x y z

x y z
F

dn dp dp dp f p p p
h

dp dp dp E Eh
kT

+∞

−∞
+∞

−∞

= =

= =−⎛ ⎞+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫

∫ ∫
 

3 2 2 2
2 1

1 exp /
2

x y z
x y z

F
e

dp dp dp
h p p p

E kT
m

+∞

−∞

=
⎛⎛ ⎞ ⎞+ +

+ −⎜⎜ ⎟ ⎟
⎜⎜ ⎟ ⎟
⎝⎝ ⎠ ⎠

∫ ∫ . 

Для вычисления этого интеграла перейдем к полярной системе 
координат: 2 2 2ρy zp p+ = , ρ ρy zdp dp d d= ϕ , тогда 

2

3 2 2
0 0

2 ρ ρ
ρ 2

1 exp
2

x x
e F x

e

ddn dp d
h m E p

m kT

∞ π ϕ=
⎛ ⎞− +

+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫ . 

Обозначим  
2ρ

2 e
x

m kT
= ,    

2 2
θ

2
x e F

e

p m E
m kT
−

= , 

тогда 
( )3

0

4π
1 exp θ

e
x x

m kT dxdn dp
xh

∞
=

+ +∫ . 

Умножим числитель и знаменатель дроби под интегралом на 
( )exp θx− − :  

 ( )( )
( )3

0

4π exp θ
1 exp θ

e
x x

m kT d xdn dp
xh

∞ − −= −
+ − −∫ .  

Введем переменную ( )exp θxξ = − − , тогда: 
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( )
( )( )

0

3 3
exp θ

4π 4πξ ln 1 exp θ
ξ 1

e e
x x x

m kT m kTddn dp dp
h h−

= − = + − =
+∫  

3
4π

ln 1 exp .e x F
x

m kT E E
dp

kTh
−⎛ ⎛ ⎞⎞= + −⎜ ⎜ ⎟⎟

⎝ ⎝ ⎠⎠
 

Плотность термоэмиссионного тока, находим как количество 
всех электронов, падающих на поверхность металла  на 1 см2 за 1 с 

и  имеющих энергию x aE W≥ , где 
2

,   
2

x x x
x x

e e

p p dp
E dE

m m
= = : 

3
4π

ln 1 exp

a a

a

x
t x x x

eW W

e x F
x x

eW

p
j ev dn e dn

m

m kT E Ee p dp
m kTh

∞ ∞

∞

= = =

−⎛ ⎛ ⎞⎞= + − =⎜ ⎜ ⎟⎟
⎝ ⎝ ⎠⎠

∫ ∫

∫

3
4π

ln 1 exp .
a

e x F
x

W

m kT E E
dE

kTh

∞ −⎛ ⎛ ⎞⎞= + −⎜ ⎜ ⎟⎟
⎝ ⎝ ⎠⎠∫  

 При    ,x a x FE W E E kT> − >>  используем приближение 
( )ln 1 α α  при  α 0+ ≈ → : 

3 3
4π 4π

exp exp
a

e x F e a F
T x

W

m ekT E E m ekT W E
j dE

kT kTh h

∞ − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞≈ − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ . 

В итоге получим: 

 2
0 exp a

T
e

j A T
kT
ϕ⎛ ⎞= ⋅ −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 −   (2.1) 

это формула Ричардсона – Дэшмана, 
2

0 3 2 2
4π

120
см град

em ek AA
h

= =
⋅

−  

универсальная постоянная Ричардсона; a a Fe W Eϕ = −  − работа вы-
хода. 

Необходимо учесть прозрачность барьера D  и температурную 
зависимость работы выхода. При изменении температуры вследст-
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вие изменения концентрации электронов 0n  меняется FE . Это 
можно учесть, введя температурный коэффициент работы выхода 

0

α
T T

de
dT =

ϕ= , тогда ( ) ( ) ( )0 0αa ae T e T T Tϕ = ϕ + − .  Как известно, 

работа выхода может увеличиваться, или уменьшаться с ростом 
температуры в зависимости от металла. При расширении металла 
уменьшается плотность зарядов, обуславливающих скачок потен-
циала на границе, поэтому с ростом температуры уменьшается глу-
бина потенциальной ямы и понижается уровень Ферми в металле. 
Если с ростом температуры уровень Ферми падает быстрее, чем 
глубина потенциальной ямы, то работа выхода будет увеличивать-
ся. Если уровень Ферми понижается медленнее, то работы выхода 
уменьшается. Поэтому коэффициент α для различных материалов 
может быть как больше, так и меньше нуля и имеет значения 

5 4 эВα ~ 10 10
град

− −÷ . С учетом этого формула для плотности тер-

моэмиссионного тока примет вид 

 α/ 2 2
0 exp expk a a

T
e e

j D A e T A T
kT kT

− ϕ ϕ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ − = ⋅ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, (2.2) 

где α/
0

kA D A e−= ⋅  − постоянная Ричардсона, которая, так же как 
работа выхода, определяется для каждого материала эксперимен-
тально и приводится в таблицах специализированной литературы 
по эмиссионной электронике. Значения постоянной Ричардсона А 
для разных металлов изменяются от 15 до 350 А/(см2 ⋅ К2). 

 
2.1.3. Распределение термоэлектронов по энергиям.   

Средняя энергия термоэлектронов 
 

Число электронов, имеющих импульсы от xp  до x xp dp+ : 

3
4π

ln 1 exp .e x F
x x

m kT E E
dn dp

kTh
−⎛ ⎛ ⎞⎞= + −⎜ ⎜ ⎟⎟

⎝ ⎝ ⎠⎠
 Так как термоэлектроны –  

это электроны, которые имеют импульсы, удовлетворяющие усло-

вию: 
2

2
x

a
e

p
W

m
≥ , следовательно: 
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2

2
x

F a F a
e

p
E W E e kT

m
− ≥ − = ϕ >> , 

поэтому   3
4π

expe x F
x x

m kT E E
dn dp

kTh
−⎛ ⎞≈ −⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

Пусть xv′  – скорость термоэлектрона в вакууме. Тогда: 
2 2

2 2
e x e x

a
m v m v

W
′
= − , т.е. 

2 2

2 2
x x

a
e e

p p
W

m m
′

= + , где 2
x e xp m v′ ′= . Число 

электронов, эмитированных с единицы поверхности в единицу 
времени и имеющих энергию от xE′  до x xE dE′ ′+ :  

2

3

3

4π 2exp exp

4π
exp exp .

x
ae F

x x x x

e a x
x

mv
Wm kT E

dN v dn p dp
kT kTh

m kT e E
dE

kT kTh

⎛ ⎞′
+⎜ ⎟⎛ ⎞′ ′ ′ ⎜ ⎟= = ⋅ ⋅ ⋅ − =⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

′ϕ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ′= ⋅ − ⋅ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Учтем, что 
2 2

3
4π

expe a
T

m k T e
j

kTh
ϕ⎛ ⎞= ⋅ −⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 

тогда  exp expx xT
x x

E Ej NdN dE dE
ekT kT kT kT

′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′= − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, 

где TjN
e

= . Следовательно, функция распределения электронов в 

вакууме по составляющей кинетической энергии, обусловленной 
движением перпендикулярно плоскости катода: 

( ) 1 1 exp x
x

x

EdNf E
N dE kT kT

⎛ ⎞= = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 – 

это модифицированное распределение Максвелла. Для компонент 
энергии yE  и zE  максвелловское распределение, так как в этих 
направления электроны не преодолевают потенциального барьера: 
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 ( )
exp

,
4π

y

y
y

E
kT

f E
kT E

⎛ ⎞
−⎜ ⎟
⎝ ⎠=     ( )

exp

4π

z

z
z

E
kTf E

kT E

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠= .  

Средняя энергия движения электронов в перпендикулярном на-
правлении к плоскости катода:  

( ) ( )

( ) ( )

0 0

0
0

ξexp ξ ξ

exp ξ ξ exp ξ ξ .

x x x xE E f E dE kT d

kT d kT

∞ ∞

∞∞

= = − =

⎛ ⎞
= − − ⋅ + − =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫ ∫

∫
 

Тогда полная средняя энергия термоэлектронов, с учетом 

0

1ξ exp( ξ) ξ
22z y

kTE E d kT
∞

= = − =
π ∫ , будет равна:  

2x y zE E E E kT= + + = . 
Возможна достаточно простая экспериментальная проверка рас-

пределения электронов по энергиям методом задерживающего 
поля. Для этого нужно приложить не ускоряющее электроны элек-
трическое поле, а тормозящее (рис. 2.5). В этом случае до анода 
дойдут только те электроны, скорость xv  которых удовлетворяет 

условию: 21
2 x amv eU≥ − . Тогда полный ток на анод площади S:  

2 2

 exp

exp exp .

a a

e e

x x
a x

eV eV
m m

a a
T T

E dE
I Se v dn Se

kT kT

eU eU
Sj I

kT kT

∞ ∞

− −

⎛ ⎞= = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫
 

Из этого соотношения: 
11600ln ln ln .a T a T a

eI I U I U
kT T

= + = +  

Линейная зависимость ( )ln a aI U   в области отрицательных 

aU  (см. рис. 2.5) может служить экспериментальным доказательст-
вом максвелловского распределения термоэлектронов. 
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Эксперименты подтверждают 
то, что эмитированные электро-
ны имеют распределение Мак-
свелла, причем температура 
электронов, определенная по 
максвелловскому распределе-
нию, равна температуре эмитте-
ра. Поэтому начальные энергии 
эмитированных электронов  (с 
учетом того, что 1 эВ ≈ 11600 К) 
можно считать нулевыми по 
сравнению с энергиями, приоб-
ретаемыми в ускоряющей разно-
сти потенциалов в несколько 
вольт. Однако для охлаждения 
поверхности эмиттера эта энер-
гия существенна, к тому же каж-
дый электрон помимо тепловой 
энергии уносит из металла энер-
гию, равную работе выхода, так 
что удельная мощность по-
верхностного охлаждения w =  

( )( )/ 2T S aj e kT e= − + ϕ .  

 
2.1.4. Экспериментальное определение  

термоэлектронных характеристик вещества 
 

Метод прямой Ричардсона 
 

Если  для некоторого материала 
катода измерить для различных тем-
ператур величины плотностей тока, 
то можно построить график зависи-

мости 2ln j
T

 как функцию от 1
T

 

(рис. 2.6). Графиком этой зависимо-
сти, согласно (2.2), будет являться 

Рис. 2.5. Определение энергети-
ческого распределения термо-
электронов методом задержи-
вающего поля 

Рис. 2.6. Определение термо-
электронных характеристик 
методом прямой Ричардсона



 196

прямая, так как 0
2ln lnT ej

A
kTT
ϕ

= − , тангенс угла наклона прямой 

равен 0e kϕ . Прямая отсекает на оси абсцисс значение ln A . 
 

Калориметрический метод 
 
При уходе с поверхности один 

электрон уносит из металла энергию 
0ε 2e kT= ϕ + . Полная энергия, уно-

симая электронами в единицу време-
ни с единичной площади поверхно-

сти: 2ε T
T a

j kTQ j
e e

⎛ ⎞= ⋅ = ϕ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Если 

на анод подано запирающее напря-
жение (рис. 2.7), то электроны ничего 
не уносят и потери мощности на омический нагрев идут на излуче-
ние. При 0Tj = : 2 4ασ ,StRI S T=  где R − сопротивление катода; S − 
площадь катода; α − коэффициент серости; Stσ  − константа Сте-
фана − Больцмана. При 0Tj ≠  энергия, выделяющаяся в катоде, 
расходуется не только на тепловое излучение, но и на термоэмис-
сию. Чтобы сохранить температуру  катода потребуется увеличить 
ток: I I+ Δ , т.е. при 0Tj ≠  тепловой баланс имеет вид: ( )2R I I+Δ =  

4 2α St a a
kTS T I
e

⎛ ⎞= σ + ⋅ ϕ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

, или 2 2 42 ασStRI RI I I S T+ Δ +Δ = +   

2
a a

kTI
e

⎛ ⎞+ ϕ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Считая, что I IΔ << , получаем: 2RI IΔ =  

2
a a

kTI
e

⎛ ⎞= ϕ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

, т.е. 2 2a
a

RI Iee kT
I
Δϕ = − . Таким образом, по изме-

нению тока для сохранения заданной температуры определяем ра-
боту выхода. В отличие от метода прямых Ричардсона, в котором 
определяемое значение может быть не точным из-за зависимости 
работы выхода от температуры, определяемая калориметрическим 
методом работа выхода не зависит от  характера ее температурной 
зависимости. 

Рис. 2.7. Определение рабо-
ты выхода калориметриче-
ским методом 
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Метод контактной разности потенциалов 
 

Для определения работы выхода некоторого металла измеряется 
контактная разность потенциалов между данным металлом и ме-
таллом, работа выхода которого известна. На границе контакта 
двух различных материалов (граница А на рис. 2.8), возникает 
внутренняя  контактная разность потенциалов, так как из-за сво-
бодного перетекания электронов из одного металла в другой в кон-

тактирующих участках устанавли-
вается общий химический потен-
циал или единый уровень Ферми. 
В результате в месте соприкосно-
вения устанавливается внутренняя 
контактная разность потенциалов 

вн 1 2
1 ( )F FU E E
e

= − , а между гра-

ницами соприкосновения металла 
с вакуумом (границы В и С на 
рис. 2.8) устанавливается внешняя 
контактная разность потенциалов 
крп 1 2a aU =ϕ −ϕ , причем до более 

высокого потенциала заряжается 
металл с меньшей работой выхода. 

Таким образом, если известны 
работы выхода одного материала 

можно найти работу выхода другого металла, если измерить их 
контактную разность потенциалов. Для измерения контактной раз-
ности потенциалов можно использовать метод смещения вольт-
амперных характеристик (ВАХ). 

В случае, если катод и анод изготовлена из одного материала 
крп 0U =  (сплошная линия  ВАХ на рис. 2.9). В случае разных ма-

териалов к внешней разности потенциалов aU  добавляется 
( aA aKϕ < ϕ ) или вычитается ( aA aKϕ > ϕ ) контактная разность по-
тенциалов крпU . В результате по смещению ВАХ определяется 

крпU . 

Рис. 2.8. Определение работы
выхода по контактной разности
потенциалов 

крпeU
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Значения работы выхода наиболее часто используемых для тер-
мокатодов металлов приведены  в табл. 2.1. 

 

Таблица. 2.1 
Работа выхода поликристаллических металлов 

Работа 
выхода Ir W Mo Ta C La Th Ba Cs 

eϕa , эВ 4,7 4,54 4,3 4,12 4,1 3,3 3,3 2,49 1,81 
 

 
Рис. 2.9. Определение контактной разности потенциалов методом  

смещения вольт-амперных характеристик 
 

2.1.5. Эффект Шоттки 
 
При отсутствии (или пренебрежимо малой) напряженности ус-

коряющего электроны внешнего электрического поля  эмитирован-
ные электроны создают около поверхности отрицательный про-
странственный заряд, ограничивающий ток термоэмиссии. Поэто-
му при слабом внешнем ускоряющем электрическом поле в режиме 
ограничения тока объемным зарядом плотность тока на анод опре-
деляется законом «3/2», т.е. ток на анод зависит от напряжения на 
аноде aj ∝ 3/ 2.aU  При дальнейшем увеличении aU  объемный заряд 
у катода исчезает и, казалось бы, ток должен выйти на насыщение, 
при котором все эмитированные электроны уходят на анод. Одна-
ко, как показали эксперименты, при дальнейшем увеличении aU , 
при напряженностях поля больше 104 В/см ток эмиссии продолжает 
медленно расти (∝ exp (E1/2)). Рост электронного тока эмиссии под 
действием внешнего электрического поля вследствие уменьшения  
работы выхода электрона из твердого тела из-за понижения в поле 
потенциального барьера (рис. 2.10) ϕЕ = ϕa − Δϕш называется эф-
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фектом Шоттки. В присутствии 
у поверхности металла внешнего 
электрического поля меняется 
форма потенциального барьера 
(см. рис. 2.10), который теперь 
описывается в виде:  

( )
2

4F a
eeU x E e eEx

x
= + ϕ − − . 

Найдем положение максиму-

ма: ( )
2

2 0
4 m

eeU x eE
x

′ = − = ,   отку-

да 1 / .
2mx e E=  Чем сильнее 

электрическое поле, тем ближе к поверхности находится макси-

мум: 
о

о

1,9A

В /А
mx

E

⎡ ⎤ =⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎡ ⎤

⎢ ⎥
⎣ ⎦

. 

Значение потенциала в максимуме: 

( )
2 3/2

3/ 2

22m F a F a
e E e EeU x E e E e e E

e
⋅= + ϕ − − = + ϕ − . 

Следовательно, изменение работы выхода: 3/2
шe ,e EΔϕ =  

 [ ]
о

ш эВ 3,79 В / Ae E ⎡ ⎤Δϕ = ⎢ ⎥
⎣ ⎦

.  

С учетом этого плотность термоэмиссионного тока  при наличии 
электрического поля: 

 
3 / 2 1/ 2

ш expT T
e Ej j

kT
⎛ ⎞⋅= ⋅ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (2.3) 

Этот ток в присутствии внешнего сильного ускоряющего электри-
ческого поля целиком будет приходить на анод 

3 / 2 1/ 2
expa T

e Ej j
kT

⎛ ⎞⋅= ⋅ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Прологарифмируем это соотношение: 

Рис. 2.10. Форма потенциального 
барьера во внешнем поле 
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3/ 2
ln lna T

e Ej j
k T

= + . Таким образом, при наличии сильного 

электрического поля логарифм плотности тока можно описать за-
висимостью ln a aj A B U= + , где aU  − ускоряющее напряжение 

на аноде, 
3/ 2

tgα eB
kT

= =  (рис. 2.11).  

Нелинейность и периодичность экспериментальной зависимости 

( )ln a aj f U=  при больших 
напряжениях, т.е. больших E, 
связана с тем, что ширина по-
тенциального барьера умень-
шается с увеличением E, отра-
жение электронных волн от 
потенциального барьера (за 
счет интерференции отра-
жающихся от двух плоскостей) 
имеет периодическую зависи-
мость от толщины барьера. 

 
2.1.6. Влияние поверхностной неоднородности  

материала катода 
 
Тугоплавкие металлы, использующиеся в качестве термокато-

дов, такие, как вольфрам, тантал, молибден (W, Ta, Mo), кристал-
лизуются в объемно-центрированную кубическую (ОЦК) решетку.  
Плотность атомов в разных гранях − различная, она определяется 
расстоянием между атомами. Например, расстояние между точка-

ми 
2 2 3

2 4 2
a a aAE = + =  меньше, чем ме-

жду AD = a (рис. 2.12). Следовательно, 
плотность атомов в плоскости грани 
АА1С1С больше, чем в плоскости AA1D1D. 
Поверхность металла можно представить в 
виде зубцов различных граней кристалла, 
выставленных в вакуум. 

 
Рис. 2.11. Зависимость плотности
тока на анод от ускоряющего на-
пряжения 

Рис. 2.12. Объемно-
центрированная ку-
бическая решетка
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Если соседствуют участки с разной плотностью атомов, то такие 
участки обладают разной работой выхода электронов, так как уро-
вень заполнения электронного облака проводимости зависит от 
концентрации ионов нейтрализующего фона. Например, на участке 
2 (рис. 2.13) с гранями, содержащими больше атомов, электроны 
будут ближе находиться к поверхности и, тем самым, будут в 
большей степени компенсировать положительные заряды зубцов, 

создающих вытягивающее поле, по срав-
нению с участком 1. Другими словами, 
можно сказать, что электроны легче удер-
живаются в плоскости граней, содержа-
щих большую концентрацию атомов, т.е. 
на участке 2 работа выхода электронов 
будет больше, чем на участке 1. Тогда по-
верхность даже чистого металла можно 
рассматривать как пятнистую с областями, 
обладающими различной работой выхода. 

Между этими областями возни-
кает контактная разность потен-
циалов, создающая над незаря-
женной металлической поверхно-
стью электрическое поле. Это поле 
можно назвать полем пятен пE  
(рис. 2.14). Оно направлено таким 
образом, чтобы сдерживать элек-
троны, эмитированные пятнами с 
малой работой выхода и ускорять 

электроны на участках с большой работой выхода. Таким образом, 
коллективное действие плазмы металла стремится нивелировать 
возникающие неоднородности.  При этом изменяется потенциаль-
ная энергия:  

2

п п4F a
eeU W e eEx eE x

x
= + ϕ − − ± . 

Таким образом, для эмиссии электронов с участков с minϕ  воз-
никает дополнительный потенциальный барьер величиной 

 

Рис. 2.13. Поверхность
металла с участками
разной  структуры 

 

Рис. 2.14. Участки поверхно-
сти с разными работами выхода
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п
0

U E dx
∞

Δ = ∫  (рис. 2.15). Среднее значение ϕ  определяем из соот-

ношения:   

 2
max min exp eI I I S A T

kT
ϕ⎛ ⎞= + = ⋅ ⋅ ⋅ −⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 

тогда          max maxmin minln exp expS eS ekT
e S kT S kT

ϕϕ⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ϕ = − − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
.  

Надо учесть, что пx x<  
(область действия поля пя-
тен меньше области дейст-
вия внешнего электриче-
ского поля). На больших 
расстояниях внешнее элек-
трическое поле возьмет 
свое и «загнет» ход кривой 
потенциальной энергии. 
Поэтому максимум все 
равно будет, причем 

( )
кр

1 п
0

x

U E E dxΔ = −∫ , 

где положение максимума определяется из соотношения 
( )п крE x E= . При дальнейшем увеличении внешнего электри-

ческого поля 1 UΔ  падает, и термоэмиссионный ток резко возрас-
тает.  

Этот эффект получил название аномального эффекта Шоттки. 
Это аномальное увеличение тока прекратится, как только 1 0, UΔ =  
т.е. пE E= . При дальнейшем увеличении E эмиссия с областей, 
имеющих minϕ , будет происходить независимо от пятен с maxϕ , 
увеличение тока термоэмиссии будет соответствовать снижению 
работы выхода по нормальному эффекту Шоттки: 

( ) 3 / 2 1/ 2
minaEe e e Eϕ = ϕ − . 

 
Рис. 2.15. Потенциальная диаграмма 

для пятен с minϕ  
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Поле пятен понизит барь-
ер для пятен с maxϕ  
(рис. 2.16), но в случае 

пE E>>  пятна с maxϕ  также 
перестанут замечать поле 
пятен пE , и увеличение 
термотока будет соответст-
вовать нормальному эф-
фекту Шоттки во внешнем 
электрическом поле: 

( ) 3/2 1/2
max .aEe e e Eϕ = ϕ −  

По экспериментальной зави-
симости ( )ln j E  можно 
определить порядок элек-
трических полей пятен пE , а 
скачок ( )ln jΔ  имеет поря-
док разности работ выхода 

max minδϕ = ϕ −ϕ : ( )ln jΔ =  
e
kT
δϕ=  (рис. 2.17). Учитывая, 

что п
δ
δ

E
y
ϕ= , можно оценить характерный размер пятен δy . Следу-

ет иметь ввиду, что наличие пятен с разной работой выхода дефор-

мирует прямую Ричардсона зависимости 2
1ln Tj f
TT
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (см. 

рис. 2.16), так как при низких температурах эмиссия идет в основ-
ном с областей с minϕ , при высоких подключаются области с maxϕ . 

 
2.1.7. Пленочные катоды. Эффективные термокатоды 

 
В начале прошлого века металлургами было найдено, что до-

бавка тория (в виде оксида) значительно улучшает механические 
свойства вольфрама. В 1913 г. Ленгмюр и Роджерс обнаружили, 

Рис. 2.16. Потенциальная диаграмма 
для пятен с maxϕ  

 

 
Рис. 2.17. Зависимость термоэлек-
тронного тока от напряженности элек-
трического поля 
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что вольфрамовый катод с примесью оксидов тория ThO2 (0,5 −  
1,5 % по весу) после соответствующей термической обработки дает 
эмиссионные токи в 105 больше, чем чистый вольфрам. Термиче-
ская обработка происходит в три этапа:  

1) кратковременное (15 мин) прокаливание при температуре 
Т > 2600 К, при котором происходит восстановление части оксида 
тория в металлический торий 2 2ThO Th O→ + ; 

2) длительное прогревание при температуре Т ~ 2000 – 2300 К, 
при этом происходит диффузия тория к поверхности (активирова-
ние катода); 

3) снижение температуры до  Т < 1800 К, когда прекращается 
диффузия тория. 

Атомы тория находятся на поверхности W в виде диполей, так 
как работа выхода для тория меньше, чем для W. Поэтому валент-
ные электроны атомов то-
рия оказываются затяну-
тыми в решетку вольфрама. 
Электрическое поле дипо-
лей понижает потенциаль-
ный барьер, в результате 
работа выхода для W + Th 
понижается по сравнению с 
чистым W: 

W W+Th

4π ,d dn p
Δϕ = ϕ −ϕ =

=
 

где dn  − число диполей на 
1 см2, а dp − дипольный 
момент (рис. 2.18). Пусть 

1n  − плотность монослоя 
(максимальная плотность 

покрытия), 
1

θ dn
n

=  − сте-

пень покрытия. При θ 0   =  

2 W
W W exp ,ej j A T

kT
ϕ⎛ ⎞= = −⎜ ⎟

⎝ ⎠

Рис. 2.18. Потенциальная диаграмма 
для пленочного катода 
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      W W
W2ln ln .j eA

kTT
ϕ⎛ ⎞ = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

При полном покрытии 1 θ =  

 2 1
1 1  exp ej j A T

kT
ϕ⎛ ⎞= = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
,    max1

12ln ln .We ej A
kT kTT
ϕ Δϕ⎛ ⎞ = − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

При какой-то степени покрытиия θ 

 2 θ
θ θ exp ej j A T

kT
ϕ⎛ ⎞= = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
,    θ W max

θ2
θln ln .j e eA

kT kTT
ϕ Δϕ⎛ ⎞ = − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

Полагая W 1 θln ln lnA A A= = , найдем степень покрытия: 

θθ W
2 2 W

W1 1
2 2

W

lnln ln
θ

ln ln ln

jj j
jT T

jj j
T T j

⎛ ⎞
− ⎜ ⎟

⎝ ⎠= =
⎛ ⎞− ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Так, экспериментально по термоэмис-

сионному току можно определять степень покрытия. Степень по-
крытия зависит от двух конкурирующих процессов: диффузии то-
рия к поверхности и испарения с поверхности. Можно определить 
равновесную степень покрытия (рис. 2.19). Диффузионный ток 
пропорционален, согласно закону Фика, градиенту концентрации 
тория в металле:  

( ) ( )0 0 0S SJ D n D n n D n n Dn= − ∇ ≈ − − = − ≈   ( 0 Sn n>> ), 

где 0n  − плотность атомов тория в объеме; Sn  − плотность атомов 

тория на поверхности. Таким образом, S

D

dn
dt

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

0 0 exp dED n
kT

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

так что график зависимости: 

0 0ln ln( )S d

D

dn ED n
dt kT

⎛ ⎞ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

будет  являться «прямой диффузии» 
(рис. 2.20).  

Скорость уменьшения атомов то-
рия на поверхности определяется 
теплотой испарения ThL , так что 

Рис. 2.19. Зависимость тока 
от степени покрытия 
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 Th
0θexpS

V

dn LB
dt kT

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠
,    (2.4) 

где 0 constB = , следовательно, график зависимости 

Th
0ln ln( θ)S

V

dn LB
dt kT

⎛ ⎞ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 будет являться «прямой испарения» (рис. 

2.20). Пересечение прямой диффузии и прямой испарения опреде-
ляет равновесную температуру. Для каждой температуры сущест-
вует своя равновесная концентрация, когда прямая испарения бу-
дет пересекать прямую диффузии именно в этой точке, так что 

S S

V P

dn dn
dt dt

⎛ ⎞ ⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, т.е. const.Sn =  И наоборот, для каждой степени 

покрытия существует 
своя равновесная темпе-
ратура, которую можно 
определить как коорди-
нату точки пересечения 
прямых (см. рис. 2.20).  

Пленочные катоды 
могут быть получены не 
только в результате диф-
фузии атомов примеси на 
поверхность, но и нане-
сением пленок на по-
верхность из газовой фа-
зы. Щелочные металлы легко отдают свои валентные электроны на 
обобществление в металле. Если поверхность вольфрама контакти-
рует с парами цезия или бария, то поверхность покроется атомами 
щелочного металла. Работа выхода щелочного металла (см. 
табл. 2.1) существенно  меньше работы выхода вольфрама, поэтому 
катоды W-Cs и W-Ba будут давать существенно больший термоток, 
чем чистый вольфрам. 

Равновесная толщина покрытия определяется приходом на по-
верхность плотности потока атомов щелочного материала и уходом 
с поверхности атомов цезия в процессе испарения. Число атомов 
Cs, падающих на единицу поверхности в единицу времени: 

Рис. 2.20. Зависимость рвновесной  
концентрации от температуры 
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Cs Cs
1
4

j n v= Cs

Cs2π
P
mkT

= , 

где 8 / πv kT m=  − среднеарифметическая скорость атомов цезия; 

Cs Cs CsP n kT=  − давление паров цезия.  
Скорость ухода с поверхности атомов цезия в процессе ис-

парения определяется теплотой испарения CsQ : Sdn
dt

=  

Cs
0 Csθ exp .QC

kT
⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 Приравнивая эти скорости, получим равновес-

ную степень покрытия. Для катодов W-Cs и W-Ba характерна S-
образная зависимость термотока 
от температуры катода (рис. 2.21), 
которая влияет на толщину по-
крытия. При низких температурах 
катод покрыт сравнительно тол-
стым слоем щелочного металла. С 
ростом температуры катода равно-
весная степень покрытия будет за 
счет испарения уменьшаться. Ми-
нимальное значение работы выхо-
да достигается при степени по-
крытия Cs 0,7.θ =  Так, при ад-
сорбции 0,7 монослоя Cs на W ра-
бота выхода aeϕ = 1,45 эВ, а уже 

при двух монослоях aeϕ  соответствует работе выхода адсобиро-
ванного элемента (1,81 эВ для Cs). Таким образом, высокоэффек-
тивные пленочные катоды в случае использования цезия  или бария 
создаются адсорбцией из паровой фазы, в случае использования 
тория – термодиффузией атомов из объема вольфрамового катода 
после специальной термической обработки. Широкое использова-
ние торированного вольфрама объясняется еще и тем, что такой 
материал обладает значительно лучшими механическими свойст-
вами, чем чистый W, который весьма хрупок. 

 

Рис. 2.21. Зависимость равно-
весной концентрации от темпе-
ратуры 
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Рис. 2.22. Характеристики термоэмиссионных 
катодов 

Оксидные катоды 
 

Еще большей 
эмиссионной способ-
ность при понижен-
ных температурах 
(рис. 2.22) обладают 
оксидные катоды, 
представляющие со-
бой металл (чаще 
всего W) с нанесен-
ным на него слоем 
∼ 1 мкм (это уже не 
одноатомная  пленка)  
оксида  (BaO, SrO, CaO). Оксидный катод чаще всего применяется 
в бытовой технике, осциллографах, кинескопах, СВЧ-лампах бла-
годаря малой работе выхода (1,2 эВ). Высокая эмиссионная спо-
собность оксидов была открыта еще в 1904 г. Долгое время это не 
находило объяснения. Квантовая теория металла стала складывать-
ся только в 1928 − 1930 гг. Фактически оксиды представляют собой 
диэлектрики, но после активирования (прогрева, при котором ки-
слород уходит, и часть оксидов восстанавливается до металла) слой 
превращается в полупроводник n-типа с очень высокой эмиссион-
ной способностью. Это происходит следующим образом. После 
прокаливания на поверхности соль карбоната бария разлагается, 
оставляя на поверхности оксиды: BaCO3 = CO2 + BaO. Получаю-
щиеся таким образом оксидные катоды не активированы. Оксидное 
покрытие является диэлектриком, поэтому обладает плохими тер-
моэмиссионными свойствами. Процесс активации состоит в нагре-
вании до температуры порядка 1200 К. В результате кислород ухо-
дит из покрытия, а часть молекул оксида бария восстанавливается 
до металлического бария, атомы которого находятся внутри кри-
сталлов оксидов. Появление в слое свободного бария  сопровожда-
ется образованием в решетке BaO пустых кислородных узлов, 
вблизи которого возможно закрепление электрона на примесном 
уровне, лежащем чуть ниже зоны проводимости (рис. 2.23). При 
нагреве электроны с этих примесных уровней переходят в зону 
проводимости, затем из зоны проводимости в вакуум. 
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Для перехода электрона  с при-
месного уровня в зону проводимо-
сти требуется всего 0,2 эВ, что зна-
чительно меньше ширины запре-
щенной зоны (для BaO порядка 
4 эВ), которую нужно преодолеть 
электронам из заполненной зоны. 
Ширина зоны проводимости оксида 
бария (потенциальный барьер для 
перехода электрона в вакуум) со-
ставляет примерно 1 эВ, поэтому 
работа выхода порядка 1,2 эВ. Хотя 
пустые кислородные узлы при ак-
тивации образуются около поверх-
ности, но ионы кислорода из толщи 
покрытия перемещаются в эти сво-
бодные узлы, так что происходит 
распространение примесных атомов 
бария по всему слою оксида.  

Долговечность оксидных като-
дов ограничена временем жизни 

пленки оксида, испарение и распыление слоя оксида происходит 
при высоких отбираемых токах за счет перегрева термоэмиссион-
ным током. 

 
2.2. Автоэлектронная (полевая) эмиссия металлов 

 
2.2.1. Теория Фаулера − Нордгейма 

 
Прозрачность барьера 

 
Автоэлектронная (полевая) эмиссия – явление эмиссии электро-

нов с поверхности не нагретого металла  в присутствии внешнего 
электрического поля. В присутствии внешнего электрического поля 
высокой напряженности E (106 ÷ 107 В/см), помимо увеличения то-
ка эмиссии за счет снижения работы выхода (эффекта Шоттки), из-
за ограниченности толщины барьера появляется вероятность под-
барьерного перехода – «тунельного» эффекта. Испускание элек-
тронов под действием внешнего электрического поля, обусловлен-

Рис. 2.23. Превращение ди-
электрика в примесный полу-
проводник 
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ное вероятностью подбарьерного перехода потенциального барье-
ра, имеющего во внешнем электрическом поле ограниченную ши-
рину, называется автоэлектронной 
(полевой) эмиссией. 

Если на поверхность раздела двух 
сред падает электромагнитная волна с 
энергией xW  (рис. 2.24), то происхо-
дит ее отражение от потенциального 
барьера. Однако на некоторую глуби-
ну она все-таки проникает, затухание 
волны характеризуется волновой 
функцией, так в среде 2 она будет иметь вид  

( )2 2 2 2ψ exp ,kxa ik x a e−= =  

где 2
2π 2 ( )xk m W W ki
h

= − = , 2π 2 ( )xk m W W
h

= −  – волновой 

вектор. Вероятность нахождения электрона в точке x: 

 2 2
2 2

4πψ exp 2 ( )xa m W W x
h

⎛ ⎞= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Таким образом, для бесконечного 
вдоль x потенциального барьера все 
электроны в конце концов отразятся от 
барьера.  

Рассмотрим теперь потенциальный 
барьер конечной ширины. Тогда суще-
ствует ненулевая вероятность нахожде-
ния электрона в среде 3 (рис. 2.25). От-
носительная плотность электронов в 
среде 3 определяется вероятностью на-
хождения электрона на расстоянии d, 
т.е. коэффициент прозрачности барьера 
для прямоугольного барьера ширины d: 

4πexp 2 ( )xD d m W W
h

⎛ ⎞= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Для вычисления прозрачности потенциального барьера непря-
моугольной формы можно его разделить на ряд прямоугольных 

Рис. 2.24. Граница раздела 
двух сред 

 
Рис. 2.25. Потенциальный 
барьер конечной ширины
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барьеров ширины dx, и проинтегрировать по ширине барьера 
(см. рис. 2.25): 

2

1

2

1

1 2
4π... exp 2 ( )

2exp 2 ( ) .

x

k x
x

x

x
x

D D D D m W W dx
h

m W W dx

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = − − =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

∫
 

Рассмотрим туннель-
ный эффект для элек-
тронной эмиссии. На 
рис. 2.26 изображена 
форма потенциального 
барьера на границе ме-
талл – вакуум в присут-
ствии внешнего электри-
ческого поля. Зона 1 в 
распределении электро-
нов – зона «чистой» ав-
тоэлектронной эмиссии, 
из нее электроны могут 
выходить только за счет 

подбарьерного перехода. Зона 2 – зона автотермоэлектронной 
эмиссии, из этой зоны электроны, поднявшиеся на более высокий 
энергетический уровень за счет нагрева металла, проходят сквозь 
барьер меньшей толщины. Зона 3 – термоэлектронная эмиссия, вы-
званная эффектом Шоттки. Зона 4 – термоэлектронная эмиссия.  

Вычислим прозрачность треугольного барьера (без учета сил 
электрического изображения). Заменим реальную форму барьера 
на  треугольную  (рис. 2.27).   В  вакууме  распределение  потен-
циала ( ) ,  0eV x eEx x= − ≥ . Коэффициент прозрачности барьера 

( )
2

1

2exp 2 ( )
x

x
x

D m eU x W dx
h

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ , где нижняя граница интегри-

рования 1 0x = , а верхняя определяется из равенства: 2 ,xW eEx= −  

Рис. 2.26. Потенциальный барьер на гра-
нице металл – вакуум в присутствии
внешнего электрического поля  
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2  xWx
eE

= − . Введем обозначе-

ния: ηxeEx W− − = , ηd eEdx= − . 
Вычислим интеграл: 

 

0
0

0

2 ( )

η2 η

2 η η

x

x

x

W
eE

x

W

W

m eEx W dx

dm
eE

m d
eE

−

−

−

− − =

= − =

= =

∫

∫

∫

 

 

3 22 2 ( ) ,
3 x

m W
eE

= −  

тогда 

3 24 2exp ( ) .
3 x

mD W
eE

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟

⎝ ⎠  
Вычислим прозрачность потен-
циального барьера с учетом сил 
электрического изображения 
(рис. 2.28). В вакууме распре-
деление потенциала ( )eU x =  

2
,  0.

4
eeEx x

x
= − − >   

Точки 1x  и 2x  находим из равенства 
2

4x
eW eEx

x
= − − , получим 

уравнение 2eEx +
2

0,
4x
eW x + =  корни которого 

1/23

2

1,2

1

2

x x
x

e EW W
W

x
eE

⎛ ⎞
− ± −⎜ ⎟

⎝ ⎠= . 

Рис. 2.28. Потенциальный барьер
на границе металл – вакуум в при-
сутствии внешнего электрического
поля с учетом сил электрического
изображения 

Рис. 2.27. Потенциальный барьер 
на границе металл – вакуум в при-
сутствии внешнего электрического
поля без учета сил электрического 
изображения 

2

4
e

x
−
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Учтем, что снижение потенциального барьера за счет эффекта 
Шоттки ( ) 3/ 2

ae e EΔ ϕ =  много меньше энергии xW , т.е.  
3 2 2( )a xe E e W= Δ ϕ <<  при   a aΔϕ << ϕ , тогда в разложении 

1/23 3

2 2
11 1 ...
2x x

e E e E
W W

⎛ ⎞
− ≈ − +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
  возьмем только первые два слагаемые: 

3

2

1

1
2 1 ,

2 4

x x
x

x

e EW W
W ex

eE W

− + −
= = −  

3

2

2

1
2 1 .

2 4

x x
x x

x

e EW W
W W ex

eE eE W

− − +
= = − +  

Для этих пределов интегрирования вычислим интеграл: 
 

2 2

1 1

2
3 2 3 21 1 1 1ξ ξ

4 2 2 ξ 2

x x

x x
x x

e eeEx W dx W e E e E d
x E

− − − = − − − ⋅ =∫ ∫  

( )

2

1

2

1

ξ
3 2 3 2

ξ

2
ξ 23 2 3 2

3/2

ξ
2

1 1 1 1 1ξ ξ
2 2 2 ξ 2

1 1 1 1 11 ξ ξ 1 ξ ξ.
2 2 ξ 2 2 ξ

x x

y
y

x
x x y

e eW e E e E d W
E E

e E e E y yd W d
W W eE

−

= − − − = − ×

⎛ ⎞× + + = − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

∫ ∫

 

Были введены следующие обозначения: 1 ξ ,
2

ex
E

=  

3 / 2
 

x

e Ey
W

= − . Выражение  

 ( )

2
2

2

3 1θ 1 ξ ξ
4 2 ξ

y
y

y

yy y d

−
⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  (2.5) 
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называется функцией Нордгейма. В итоге зависимость коэффици-
ента прозрачности барьера выражается формулой:  

( ) 3 24 2exp θ ( )
3 x

mD y W
eE

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

 
Плотность тока автоэлектронной эмиссии 

 

Число электронов, падающих на единицу поверхности в едини-
цу времени и имеющих импульс от xp  до x xp dp+ :  

2 2

3
4π ln 1 exp /

2 2
x x

x x x F
p pmkTV dn d E kT
m mh

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
ν = = + − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

. 

Плотность тока автоэлектронной эмиссии: 
0

A x xj eD dE
∞

= ν∫ . 

Обозначим 
2

ε
2

x
F x F

p E E E
m

= − = − , тогда: 

A 3
0

3
0

4π ln 1 exp

4π εln 1 exp ε.

x F
x

E EmkTj dE D
kTh

mkT D d
kTh

∞

∞

−⎛ ⎞⎛ ⎞= + − =⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞= + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

∫

∫
 

При ε 0<  ток автоэлектронной эмиссии обусловлен только 
электронами, лежащими ниже уровня Ферми, т.е. будет существо-
вать и при 0T = . Примем при ε 0< : 

ε εln 1 exp
kT kT

⎛ ⎞⎛ ⎞+ − ≈ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
. 

Таким образом, для 0ε < :  
0 0

AЭ 3 3
4π ε 4πε ε εmkTe mej D d D d

kTh h−∞ −∞

⎛ ⎞= − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫  

(«чистая» автоэлектронная эмиссия).  
Относительно переменной ε можно выразить прозрачность 

барьера, для этого учтем, что  
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εx x a x F F a aW E W E E E W e= − = − + − = − ϕ + , 

тогда ( )( )3/ 24 2exp θ ε
3 a

mD y e
eE

⎛ ⎞
= − ϕ −⎜ ⎟

⎝ ⎠
. Можно разложить эту 

функцию по малому параметру ε:  

( )( ) ( )3/2
0

4 2exp θ ε ... exp ε
3 a

mD y e A D A
eE

⎛ ⎞
= − ϕ + + = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 

где ( )( )3/ 2
0

4 2exp θ
3 a

mD y e
eE

⎛ ⎞
= − ϕ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 − прозрачность барьера для 

электронов на уровне Ферми, коэффициент ( )1/ 22 2 .a
mA e

eE
= − ϕ  

Тогда 

( )
0

АЭ 03
4π exp ε ε εmej D A d

h −∞

= − ∫ . 

Интеграл  

( ) ( ) ( )
0 0

0
2

1 1 1exp ε ε ε exp ε ε exp ε εA d A A d
A A A−∞

−∞ −∞

= − = −∫ ∫ . 

Тогда 

( ) ( )( ) ( )3/23 2
3/2 2 2

AЭ 1
4 2exp θ exp

8π 3
a

a
a

C ee E mj y e C E
h e eE E

⎛ ⎞⎛ ⎞ ϕ
= − ϕ = − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ϕ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠  

формула Фаулера − Нордгейма. Коэффициенты 1C , 2C  можно оп-
ределить экспериментально, для этого необходимо построить зави-

симость  ( )3 / 2
2AЭ

12
1ln aC ej C f

E EE
ϕ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

.   Функцию  Нордгей-

ма можно представить как функцию переменной 
3 / 2 1/ 2

ш шζ
a a x a x

e E
W W W W

Δϕ Δϕ= = =
ϕ − −

. Некоторые значения функции Норд-

гейма θ (ζ)  представлены в табл. 2.2.  
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Таблица 2.2 
Значения функции Нордгейма 

Δϕш / ϕa θ Δϕш /ϕa θ 

0 1,0 0,6 0,58 

0,1 0,98 0,7 0,45 

0,2 0,94 0,8 0,31 

0,3 0,87 0,9 0,16 

0,4 0,79 1,0 0 

0,5 0,69 

 
Для 0 < ζ < 1   θ(ζ) ≈ 0,955 – 1,03ζ 2. Тогда плотность тока авто-

электронной эмиссии можно описать формулой:  
3/22

ш
АЭ 02

0

2
6

7 3/2
ш

( ) θ( / )А exp
/см

/ [В/см]
6,2 10

6,85 10 ( ) θ( / )exp ,
[В/см]

a a

a

F a

F a

a a

eEj B
e E E

E e E
E e

e
E

−

⎛ ⎞ϕ Δϕ ϕ⎡ ⎤ = ⋅ ⋅ − =⎜ ⎟⎢ ⎥ ϕ⎣ ⎦ ⎝ ⎠

ϕ
= ⋅ ⋅ ×

+ ϕ

⎛ ⎞⋅ ⋅ ϕ Δϕ ϕ
× −⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

где EF –  энергия Ферми; B0 = e2/(8πh), E0 = 8π 2 em /(3he). Влияние 

множителя 2 ,E  подобно влиянию множителя 2T  в формуле Ри-
чардсона − Дэшмана, незначительно. Более существенно влияние 
экспоненциальной зависимости от работы выхода электрона aeϕ .  

Автоэлектронная эмиссия становится заметной при 6~ 10E В
см

. 

Если на поверхности катода есть острия с радиусом порядка мик-
рометра, именно автоэлектронная эмиссия с микроскопических 
острий чаще всего является причиной пробоя вакуумных проме-
жутков. Автоэлектронные катоды специально изготовляются в ви-
де игл («острийный катод»). Преимущество автоэлектронной эмис-
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сии состоит в том, что при эмиссии катод не охлаждается, а наобо-
рот, нагревается, так как эмитируются электроны с энергией 

x EE E<  без потерь энергии, и их место занимают электроны с бо-
лее высоких уровней, они то и разогревают катод. 

При автоэлектронной эмиссии за счет «туннельного» эффекта 
эмитируются электроны, обладающие энергией, меньшей энергии 
Ферми: FE E< .  Мощность поверхностного нагрева поверхности 
за счет прихода более высокоэнергетичных электронов из объема 
металла: ( )( )/T Fw j e E E= − . Таким образом, полевая эмиссия со-
провождается  нагревом поверхности (эффект Ноттингема), в то 
время как термоэлектронная – охлаждением. 

В зависимости от приложенного напряжения и свойств поверх-
ности твердого тела возможны и другие виды электронной эмиссии 
из твердого тела, происходящие без его облучения электромагнит-
ными квантами или частицами. 

Взрывная эмиссия наблюдается при разрушении автоэлектрон-
ного острия собственным автоэмиссионным током за счет омиче-
ского нагрева и эффекта Ноттингена при приложении импульсного 
поля выше некоторого критического (для вольфрама Eкр =  
= (6,5 ± 1) · 107 В/см). Взрыв острия (или микровыступа на плоском 
катоде) сопровождается образованием плазменного сгустка, быст-
рый уход из которого электронов приводит к образованию большо-
го положительного объемного заряда. Это дополнительное поле 
усиливает эмиссионный ток до ~ 1000 A с одного острия ( j =  
= 107 − 109 A/см2). Взрывной катод – эрозионный, потери атомов 
составляют ~ 10–2 на один эмитированный электрон. Однако после 
взрыва на соседних участках образуются новые удобные для по-
добного взрыва элементы микрорельефа. Поэтому после несколь-
ких импульсов эмиссионные характеристики такого взрывного ка-
тода стабилизируются. Амплитуда прикладываемых импульсов 
напряжения  составляет 104 − 107 В при длительности 10–7 − 10–9 с. 

 
2.2.2. Неметаллические полевые эмиттеры электронов 

 
Плотность извлекаемого тока можно повысить, увеличив скоро-

сти электронов в твердом теле. Разогреть электроны, не расплавив 
кристаллическую решетку, можно в полупроводниках с высокой 
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подвижностью электронов, например в GaAs. Для этого нужно 
приложить сильное электрическое поле на такое время, при кото-
ром не успевает установиться термодинамическое равновесие меж-
ду перегретым электронным газом и решеткой. "Горячие" электро-
ны эмитируются,  а между включениями поля во избежание пере-
грева решетка отдает рассеянную в ней мощность окружающей 
среде. В вакуум могут выйти электроны при условии, что энергия 
ионизации больше энергии сродства χ. Энергия сродства для полу-
проводника – это минимальная энергия, которую необходимо за-
тратить для вывода в вакуум электрона со дна зоны проводимости 
(рис. 2.29). В отличие от металла внешнее электрическое поле про-
никает в полупроводник с меньшей концентрацией свободных но-
сителей на величину радиуса Дебая, что приводит к изгибу зон у 
поверхности (рис. 2.30). В результате при пересечении дном зоны 
проводимости уровня Ферми в ней появляются электроны. В итоге 
в токе полевой эмиссии наряду с электронами валентной зоны ( )vj  
могут участвовать и электроны зоны проводимости ( ).cj  

 

Рис. 2.29. Электронная струк-
тура полупроводника: Ev – гра-
ница валентной зоны; ΔEg –
ширина щели; χ – энергия 
сродства 
 

Рис. 2.30. Изменение уровней полу-
проводника вблизи поверхности при
наличии внешнего электрического по-
ля; jc – ток электронов из зоны прово-
димости; jv – ток электронов из ва-
лентной зоны 

 
В p-n переходах можно создавать сильное «греющее» поле, при-

кладывая разность потенциалов в запирающем направлении, а ис-
пользуя n-p-n переходы можно управлять эмиссионным током. 
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Плотность тока «горячих» электронов в таких инжекционных като-
дах может достигать 100 А/см2. 

Практически безинерционные катоды можно создать из диспер-
гированных металлических пленок (ДМП) на диэлектрике. При 
приложении поля Е > 103 В/см вдоль такой структуры, состоящей 
из островков металла размерами ~ 10 нм на диэлектрической под-
ложке, протекающий ток разогревает электронный газ в островке и 
туннелирующие от островка к островку через диэлектрические 
промежутки электроны становятся все более «горячими» по мере 
снижения на разность потенциалов между соседними островками 
барьера. Эмиссия горячих электронов с  j = 1 − 10 A/см2 происхо-
дит из промежутков между островками. 

Реализовать необходимые для полевой эмиссии высокие напря-
женности электрического поля можно в МДМ (металл-диэлектрик-
металл) структурах. Для этого слой диэлектрика должен быть дос-
таточно тонким (5 − 20 нм), поэтому разность потенциалов на ме-
таллических электродах в 5 − 20 В создает поля  ~ 107 В/см.  Ши-
рина барьера при этом как в эффекте Шоттки резко уменьшается и 
электроны из металла попадают в зону проводимости диэлектрика, 
а затем в металлическую пленку. Эта положительная относительно 
базового металлического электрода пленка должна быть достаточ-
но тонкой (10 − 20 нм), что обеспечит прохождение горячих элек-
тронов  в ней без столкновений. Плотность тока эмиссии        
МДМ-структур может составлять до 10 А/см2, а зависимость от 
приложенного напряжения подчиняется закону Фаулера Нордгей-
ма. В качестве эмиссионных МДМ-структур используются Al-
Al2O3-Al, Al-Al2O3-Au, Au-BN-Au, Be-BeO-Au и др.  

Следует отметить, что спонтанное образование описанных выше 
структур возможно в плазменных установках при распылении и 
переосаждении материалов в результате попадания частиц плазмы 
на обращенные к ней элементы, вследствие того, что в остаточном 
газе, как правило, всегда присутствует кислород. Так как на грани-
це плазма-стенка всегда присутствует вытягивающее электроны 
поле, а пристеночная разность потенциалов определяется в том 
числе эмиссионными свойствами поверхности, то генерация по-
добных структур может сильно повлиять на взаимодействие плаз-
мы со стенкой. 



 220

Эмиссия электронов возможна и из чисто диэлектрических тон-
ких слоев на поверхности металлических электродов (молтеровская 
эмисиия). Это явление достаточно широко распространено в плаз-
менных установках, когда для электродов используют материалы, 
легко образующие оксиды (Al и его сплавы, например). Механизм 
возникновения эмиссии следующий: нанесенный из плазмы на по-
верхность диэлектрической пленки положительный заряд создает в 
тонком слое (≤ мкм) диэлектрика поле ~ 105−106 В/см, достаточное 
для ионизации донорных примесей в диэлектрике. Появление в ре-
зультате этого положительного объемного заряда приводит к пере-
распределению поля с резким усилением напряженности на грани-
це металла до 107 В/см, которого, в свою очередь, достаточно для 
туннелирования электронов из металла в свободную зону диэлек-
трика. Если на поверхности наступает равновесие между числом 
электронов, нейтрализующих поверхностный положительный за-
ряд, и числом эмитированных электронов (эмиссия электрона соот-
ветствует приходу положительного заряда), то положительный за-
ряд на поверхности поддерживается приходящими из металла 
электронами и наблюдается молтеровская эмиссия. Она может 
продолжаться длительное время и после выключения разряда и ис-
точника зарядки поверхности из плазмы. Причем длительность та-
кой «спонтанной» эмиссии для пористых диэлектрических слоев, 
сопровождаемой свечением поверхности (за счет рекомбинации 
дырок и электронов), может достигать тысячи часов (при плотно-
сти тока эмиссии ~ 5 мА/см2). 

Совершенно удивительно выглядит эмиссия с поверхности за-
ряженных частиц (и нейтральных атомов), казалось бы, без внеш-
них источников воздействия. Однако причины такой, на первый 
взгляд,  спонтанной экзоэмисии вполне реальны и достаточно мно-
гочисленны.  

 Иногда эмиссия возникает после импульса разрядного тока (по-
слеразрядная эмиссия). Эта эмиссия также связана с наличием на 
электродах оксидных пленок, в которых под действием сопровож-
давшего разряд электромагнитного излучения появляется заряд. 
Токи такой эмиссии очень малы (10–14−10–18 А/см2), но протекать 
они могут на протяжении длительного времени, так, для пористого 
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оксидного катода токи с плотностью ~ 10–15A/см2 наблюдаются 
даже через неделю после разрядного импульса.  

Фазовые переходы на поверхности также могут приводить к эк-
зоэлектронной эмиссии, которая проявляется как спонтанные 
всплески тока (10–2−103

 имп/с) при разложении объемных кристал-
логидратов, гидрооксидов металлов, в момент затвердевания ме-
таллов и сплавов и других фазовых превращениях. Эмиссией элек-
тронов сопровождаются также реакции, связанные с температур-
ным отжигом дефектов, ранее введенных ионизирующими излуче-
ниями, а также механическими воздействиями. В последнем случае  
эмиссия возникает при сжатии, растяжении или изгибе в основном 
стекла, графитов, кристаллов оксидов-диэлектриков, кварца, поли-
меров и композитов. Кроме того, известна и трибоэмиссия, сопро-
вождающая сухое трение материалов. 

Экзоэмисия сопровождает химические реакции на поверхности, 
например при хемосорбции электроотрицательных молекул (ки-
слорода, галогенов) на щелочных, щелочно-земельных металлах и 
металлах ΙV группы с невысокой работой выхода. В этом случае 
энергия реакции переходит в энергию электронного возбуждения. 
Механизм основан на процессах оже-девозбуждения при переходе 
электронов металла на глубоколежащие дырочные состояния ад-
сорбата – уровни сродства  ЕА  адсорбирующейся молекулы. Ин-
тенсивная эмиссия электронов и ионов происходит с металлов (AI, 
Cu и др., сплавов, включая нержавеющие стали), подвергнутых 
электрохимической коррозии в кислотах, растворах солей. Гетеро-
генно-каталитические реакции, протекающие на металлах, оксидах, 
монокристаллах щелочных галогенидов, также сопровождаются 
эмиссией электронов и ионов. 

Возможным каналом эмиссии заряженных частиц могут слу-
жить поры в газонасыщенном материале (пороэлектронная эмис-
сия). В этом случае поры можно рассматривать как локальные по-
лые катоды. 
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2.3. Фотоэлектронная эмиссия металлов 
 

2.3.1. Законы Столетова и Эйнштейна 
 
В широком смысле фотоэффект – возникновение или измене-

ние электронного тока в цепи под действием падающего на один из 
элементов цепи электромагнитного излучения (света). Внутренний 
фотоэффект проявляется в изменении сопротивления полупро-
водников за счет возникновения добавочных электронов проводи-
мости. Внешний фотоэффект – фотоэлектронная эмиссия, т.е. 
эмиссия электронов твердым телом под действием падающего на 
него света. Фотоэффект был открыт Герцем в 1887 г., но особенно 
он его не заинтересовал, и систематическое изучение фотоэффекта 
было проведено профессором Московского университета Столето-
вым с 1888 по 1890 гг. В результате в науке имя Столетова входит 
в два названия: «закон Столетова» и «эффект Столетова». Закон 
Столетова формулируется так: «количество  эмитируемых элек-
тронов, т.е. фотоэлектронный ток в режиме насыщения пропор-
ционален плотности потока мощности, падающей на эмиттер (или 
интенсивности облучения Jν  [Вт/см2]) ф ~I Jν ». Эффект Столето-
ва, как оказалось, не имеет прямого отношения к фотоэффекту, но 
созданная им аппаратура по понижению давления позволила ис-
следовать зависимость величины тока, 
создаваемого электронами фотоэмис-
сии, в разрядном промежутке от дав-
ления газа и выявить, что с понижени-
ем давления разрядный ток сначала 
возрастает, затем проходит через мак-
симум и начинает убывать (рис. 2.31). 

Но это относится к свойствам газо-
вого заряда, а не к фотоэмиссии. Вто-
рым законом фотоэмиссии считается 
закон Эйнштейна: «максимальная 
энергия фотоэлектронов прямо про-
порциональна частоте излучения: 

2
max ~
2

mV
ν , и зависит только от интен- Рис. 2.31. Эффект  

Столетова 
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сивности облучения». Эта закономерность была установлена экс-
периментально Ленардом в 1899 г. Но объяснил это явление Эйн-
штейн, поэтому и закон называется его именем. Если закон Столе-
това находил объяснение в рамках классической волновой теории 
света, то закономерность Ленарда не находила объяснения, поэто-
му Эйнштейну пришлось ввести в физику понятие о фотонах – 
квантах света. Действительно, если предположить, что электрон, 
имеющий энергию W, может поглотить энергию света только в ви-
де гамма кванта hν , то его энергия идет на преодоление потенци-
ального барьера и на кинетическую энергию электрона: 

2

2a
mVW h W+ ν = + . Наибольшую кинетическую энергию будут 

иметь фотоэлектроны, которые имели в металле наибольшую энер-
гию. При температуре металла 0T =  максимальная энергия элек-
тронов в металле равна энергии Ферми FE . Тогда: 

2
max
2 a

mV h e= ν − ϕ . Это и есть формулировка закона Эйнштейна. Из 

этого закона вытекает понятие граничной частоты – минимальной 

частоты излучения, вызывающей фотоэмиссию: min 0
ae

h
ϕ

ν = ν = , 

для фотоэффекта необходимо облучать поверхность металла вол-
нами с частотой 0ν > ν .  Или, иначе, говорят о наличии длинно-
волновой (красной) границы 0λ  области спектра излучения, вызы-

вающего фотоэффект: 0λ λ< , 
[ ]

о

0
12300A λ

эВae
⎡ ⎤ =⎢ ⎥ ϕ⎣ ⎦

. Хотя условие 

0λ λ<  получено для 0T = , оно верно и для комнатных температур, 
так как количество электронов, имеющих энергию больше FE , при 
комнатной температуре очень мало. 

Кроме этих двух законов позднее экспериментально были обна-
ружены еще некоторые закономерности, например: 

• безинерционность фотоэффекта – фототок появляется и исче-
зает с освещением практически мгновенно, время задержки меньше 

910−  с; 
• «неутомляемость» металла по отношению к фотоэмиссии; 
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• «избирательность» фотоэффекта – при возрастании ν  фото-
чувствительность проходит через максимум. 

Для описания последней закономерности требуется ввести не-
которые определения.  
Спектральной характеристикой фотокатода называется зави-

симость фототока от λ: ( )ф λI . Фотоэлектронная чувствитель-
ность – отношение фототока к пото-
ку излучения: 

( )ф λ Кл А     или   
Дж Вт

I
Jν

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

. 

Спектральная чувствитель-

ность: ф
λ

А
Вт

I
Jν

Δ ⎡ ⎤η = ⎢ ⎥Δ ⎣ ⎦
 служит для 

определения диапазона частот, в ко-
тором фотоэффект максимален 
(рис. 2.32). При T = 0 K фотоэффект начинается при  0ν > ν  и дол-
жен выходить на стационар, когда энергия гамма-квантов превысит 
потенциальный барьер Wa. При T > 0 резкой красной границы не 
существует, что объясняется распределением электронов внутри 
металла. Около красной границы рост тока приближенно можно 
описать квадратичной зависимостью 2

ф 0( ) ,I ≈ ν − ν  что физически 
объясняется расширением интервала энергий электронов металла, 
которые после поглощения энергии гамма-кванта могут выйти из 
металла. Спад спектральной чувствительности при maxν > ν  объяс-
няется снижением вероятности поглощения гамма-квантов.  Для 
характеристики фоточувствительности иногда используют понятие 

квантового выхода фотокатода ф /
 

/
e I enY

n I nγ γ γ
= =   –  число электро-

нов на один гамма-квант электронов
квант

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

, для чистых металлов кван-

товый выход для видимой части спектра 3 электронов~ 10
квант

− . Наи-

более принципиальным из рассмотренных закономерностей фото-

 
Рис. 2.32.  Спектральная 

чувствительность 
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эффекта является законЭйн-
штейна, поэтому именно он 
проверялсянаиболее тщатель-
но.  Глубина выхода электро-
нов из металлов составляет 
несколько атомных слоев, по-
этому, теряя на своем пути 
часть энергии, фотоэлектроны 
на выходе из металлов  имеют 
некоторое распределение по 
энергиям от нуля до макси-
мального значения, опреде-
ляемого по закону Эйнштейна. 
Распределение фотоэлектро-
нов по энергиям можно опре-
делить экспериментально ме-
тодом задерживающего по-
тенциала. Для сбора на анод 
всех фотоэлектронов в опытах 
Лукирского и Прелижаева ис-
пользовались катод в виде 
шара и анод в виде концен-
трической катоду сферы, че-
рез узкое отверстие которой 
на катод подавался луч света 
(рис. 2.33). На анод будут 
приходить только электроны, 
начальная энергия которых 
больше этого потенциального 
барьера задерживающего по-

тенциала: 
2

0
2

mV eU≥ − . Преж-

де всего, метод задерживаю-
щего потенциала можно использовать для определения красной 
границы фотоэффекта. Задерживающий потенциал, при котором 
фототок становится равным нулю, определяется из соотношения 

з aeU h e= ν − ϕ , т.е. через разность между частотой гамма-кванта  ν  

Рис. 2.33.  Определение граничной 
частоты фотоэффекта 
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и граничной частотой фотоэффекта 0ν   для данного материала: 
( )з 0 /U h e= ν − ν . Таким образом, согласно закону Эйнштейна, зна-

чения зU ,  определяемые для раз-
ных частот облучения ν, должны 
лежать на прямой, что и было 
подтверждено экспериментально. 
Точка пересечения эксперимен-
тальной прямой з ( )U ν  с осью 
абсцисс дает граничную частоту 
ν0.  Разность значений тока при 
двух задерживающих потенциалах 
U и (U + + ΔU) дает число фото-
электронов, энергия которых при вылете с катода лежит в пределах 
от  −eU  до −e(U+ΔU) (рис. 2.34). Таким образом, эксперименталь-
но определяется распределение  электронов по энергиям. 
 

2.3.2. Теория Фаулера 
 
Основные закономерности фотоэлектронной эмиссии металлов 

хорошо описываются теорией Фаулера, согласно которой после 
поглощения в металле фотона его энергия переходит электронам 
проводимости, в результате чего электронный газ в металле около 
его поверхности состоит из 
смеси газов с нормальным 
(распределением Ферми) и 
возбужденным (сдвинутым 
на hν) распределениями по 
энергиям (рис. 2.35). 

Для подсчета числа фото-
электронов можно провести 
такое же интегрирование 
функции распределения, что 
и при подсчете плотности 
тока термоэмиссии, изменив 
нижний предел интегриро-
вания с Wa на Wa − hν, тем 

Рис. 2.35. Фотоэмиссионный ток
электронов из «хвоста» возмущенной
функции распределения, преодоле-
вающих потенциальный барьер 

Рис. 2.34. Определение распре-
деления фотоэлектронов по 
энергиям 
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самым, включив  в интегрирование электроны, которые приобре-
тают недостающую для преодоления потенциального барьера  
энергию за счет поглощенных квантов. Так же, как и для термо-
электронов, необходимо учитывать вероятность прохождения 
барьера, так как часть электронов при движении из металла может 
быть отражена от поверхности раздела металл − вакуум. Кроме 
этого, необходимо учесть вероятность поглощения фотона. Эта ве-
роятность в общем случае зависит от энергии поглощающего элек-
трона и энергии гамма-кванта. В теории Фаулера эта вероятность 
считается постоянной величиной, что, как оказалось, в интервале 
частот от νгр до 1,5νгр выполняется. 

До облучения число электронов, падающих изнутри на поверх-
ность в 1 с на 1 см2, имеющих энергии от xE  до x xE dE+ : 

3

3

4π ln 1 exp

4π ln 1 exp ,

x F
x x

F x
x

E EmkTd dE
kTh

E EmkT dE
kTh

−⎛ ⎞⎛ ⎞ν = + − =⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
−⎛ ⎞⎛ ⎞= + ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

 

 плотность фототока  

ф 3
4πα α ln 1 exp

a a

F x
x x

W h W h

E EmekTj e d dE
kTh

∞ ∞

− ν − ν

−⎛ ⎞⎛ ⎞= ν = + ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠∫ ∫ , 

где α const≈  (учитывает вероятность поглощения гамма-кванта; 
вообще-то этот коэффициент должен зависеть от ν, но для частот 

0 01,5    α constν = ν ÷ ν ≈ ), нижний предел интегрирования aW h− ν  
учитывает поглощение hν  (из металла выходят электроны с энер-
гией x aW W h≥ − ν ). Фаулер предположил, что прозрачность барье-
ра 1D =  (на самом деле действительно 1)D ≈ . Ранее при выводе 
плотности тока термоэлектронной эмиссии (2.1), когда нижний 
предел был равен aW , было использована малость экспоненты 

exp exp 1F a aE W e
kT kT
− ϕ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − <<⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. Теперь же при x aE W h= − ν  для 

0    ~ ah eν ≈ ν ν ϕ , экспонента exp expF a aE W h e h
kT kT

− + ν ϕ − ν⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

не является малой величиной. Сделаем обозначения:  F xE E y
kT
− = , 



 228

0
( )F aE W h y
kT

− − ν = , ye z= , 0
0

ye z= ,  тогда x
dzdE kTdy kT
z

= − = − . 

Тогда плотность фототока: ( )
02 2

ф 3
0

4πα ln 1
zmk T dzj e z

zh
= +∫ . Этот ин-

теграл – табличный, его можно разложить в ряд.  
При 0 1z < :  

2 3 4
ln(1 ) ...

2 3 4
z z zz z+ = − + − + , 

тогда  ( )0 2 3
0 0 0
2 2 2

0

ln 1
...

1 2 3

z z dz z z z
z
+

= − + −∫ .  

При 0 1z =    ( )1 2

0

ln 1 π
12

z dz
z
+

=∫ .  

При 0 1z >    ( ) ( )
0 1 22

2 0 0
0 2 2

0

ln 1 1 ln ...
12 2 1 2

z z dz z zz
z

− −+ π= + − + −∫ ; 

Таким образом,  при 0 1z ≤  0 0y ≤   (т.е. a F ah W E eν ≤ − = ϕ ): 

0 0
0

2 32 2

ф 3 2 2
4πα ...

2 3

y y
ymk T e ej e e

h

⎡ ⎤
= − + −⎢ ⎥

⎣ ⎦
. 

При 0T →    0y →−∞  и ф 0j → , то есть существует красная 

граница. При 0 1z ≥  (т.е. )ah eν ≥ ϕ  разбиваем интеграл на два: 

( )

0

0 0
0

12 2

ф 3
0 1

2 2 32 2 2
20

03 2 2

4π ln(1 ) ln(1 )α

4π πα ... α ξ ,
2 6 2 3

z

y y
y

mk T z dz z dzj e
z zh

ymk T e ee e AT y
h

− −
−

⎛ ⎞+ +⎜ ⎟= + =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞
= + − − + − =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

∫ ∫

 

где 
2

3 2 2
4π А120 

см град
mekA
h

= =  − универсальная постоянная Ри-

чардсона. При 0T →  и ah eν ≥ ϕ   0y →+∞ , тогда все слагаемые по 
сравнению с первым малы, и  
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( )
2 2

22 0
ф 2

α αα .
2 2 2

a
a

y h eAT Aj AT h e
kT k

ν − ϕ⎛ ⎞= = = ν − ϕ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 При 0T =  и ah eν = ϕ    ф 0j =  − по-прежнему существует крас-
ная граница. Таким образом, плотность фототока  определяется по 
формуле Фаулера:  

 

2 0
1 0

ф 2
2 0

2 3 02 2

exp ,   / ;

( ) ,   ,

a
h hB T e h

kT
j

h hB T B
k T

ν − ν⎧ ⎛ ⎞ ν ≤ ν = ϕ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎪= ⎨ ⎛ ⎞ν − ν⎪ + ν > ν⎜ ⎟⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

 (2.6) 

где B1, B2, B3 – постоянные коэффициенты, пропорциональные A. 
Из формулы Фаулера видно, что при Т ≈ 0  jф → 0  и  ν0 действи-
тельно является красной границей. При Т ≠ 0 не существует  резкой 
границы фотоэффекта, фототок падает экспоненциально при ν < ν0, 
при ν > ν0 плотность фототока пропорциональна квадрату частоты 
падающего излучения: jф ∼ 
~ ν2. На основании теории 
Фаулера основан наиболее 
точный метод измерения 
граничной частоты 0ν , т.е. 
работы выхода. Рассмотрим 
функцию  

( )ф
02ln ψ ψ

j
f B F

T
⎛ ⎞

= = + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

,  

где ψ h
kT
ν= , 0

0ψ
h
kT
ν

= . Это 

будет экспериментальная 
кривая (рис. 2.36). Данная 
кривая отличается от теоретической кривой функции Фаулера  F 
= F(hν/kT) сдвигом по оси y на константу B и по оси x на 

0 0ψ /h kT= ν  (см. рис. 2.36). Именно определение сдвига по оси x 
экспериментальной кривой для ее совмещения с теоретической 
кривой Фаулера позволяет найти граничную частоту 0ν . 

 
Рис. 2.36. Определение граничной ча-
стоты фотоэффекта методом Фаулера 
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Основоположником квантово-механической теории фотоэмис-
сии является советский физик Тамм. Квантово-механическая тео-
рия должна была описать вероятность поглощения свободной энер-
гии кванта, учитывая, что электрон, исходя из закона сохранения 
энергии и импульса, не может поглотить фотон целиком, для по-
глощения ему нужно третье тело, с которым связан электрон. В 
качестве такой связи Тамм рассмотрел электрон в поле кристал-
лической решетки и в поле поверхностного слоя. Соответственно, 
разделил фотоэмиссию на объемную и поверхностную, которая 
происходит в слое 710 см− . Расчет показал, что основную роль иг-
рает поверхностная фотоэмиссия, несмотря на то, что поглощение 
света в этом поверхностном слое крайне мало. Эксперименты под-
тверждали, что фотоэмиссия идет с небольшой глубины вблизи 
поверхности.  

Когда исследовали зависимость фототока от толщины пленки 
металла, то фототок перестал зависеть от толщины, начиная с 10 – 
15 атомных слоев, в то время как свет проникает на глубину более 
100 атомных слоев. 

 
2.3.3. Фотоэлектронная эмиссия полупроводников  

и диэлектриков 
 

Внешний фотоэффект 
 
Если у металлов есть только внешний фотоэффект, то для полу-

проводников – внешний и внутренний. Внутренний заключается в 
изменении проводимости полупроводника под действием электро-
магнитного облучения. Зонная теория для полупроводников дает 
следующую картину энергетических зон для беспримесных полу-
проводников, когда некоторые электроны попадают в зону прово-
димости. Известно, что проводимость полупроводника повышается 
при нагреве (в отличие от металлов) за счет того, что некоторые 
электроны переходят в зону проводимости. Под действием света за 
счет поглощения гамма-кванта электроны также  из заполненной 
зоны могут переходить в зону проводимости, при этом в заполнен-
ной зоне остается «дырка» (рис. 2.37). При этом увеличивается 
проводимость и электронная, и «дырочная». Ширина запретной 
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зоны различается для разных 
материалов, например, для 
кремния 0 1,1 эВQ = , для 
германия 0 0,68 эВQ = . 

Наибольшая ширина для 
алмаза: 0 5,6 эВQ = , поэтому 
для него внутренний фото-
эффект практически не про-
является. Наиболее чувстви-
тельны к облучению при-
месные полупроводники 
(рис. 2.38). Если в кристалл 
кремния (или германия) до-
бавить немного трехвалент-

ного бора или пятивалентного фосфора, то получится примесный 
полупроводник. В первом случае атом бора, находясь в кристалли-
ческой решетке четырехвалентного кремния, имеет недостаток в 
одном электроне и создает дырку, на переход к нему электрона со-
седа, т.е. перемещение дырки, требуется всего-то 0,08 эВ . Такой 
примесный атом называется акцептором, его разрешенный уро-
вень находится чуть выше верхней заполненной зоны для энерге-
тической схемы. 

 

 
 

Рис. 2.38. Энергетические зоны для примесных полупроводников 

Рис. 2.37. Энергетические зоны для 
беспримесных полупроводников 
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Пятивалентный атом фосфора, помещенный в кристалл крем-
ния, имеет пятый валентный электрон, который не находит связи, и 
на его отрыв в зону проводимости требуется всего 0,06 эВ  (хотя 
ионизационный потенциал свободного атома фосфора ~ 11 эВ). Та-
кой атом, дающий электрон в зону проводимости, называется до-
нором, энергетический уровень пятого электрона находится на 
0,06 эВ  ниже дна зоны проводимости. Столь малая энергия, необ-
ходимая для отрыва электрона от примесного атома, 0,06 эВQ = , 
объясняется тем, что атом-донор находится не в вакууме, а в среде 
с диэлектрической постоянной ε  ( ε 11,7= для Si). Поэтому сила, 
связывающая электрон с атомом, будет в ε  раз меньше, орбита в 

2ε  раз больше, работа отрыва в 2ε  раз меньше. Пропорциональ-
ность 2~ εQ −  подтверждается на опыте. 

 
Внешний фотоэффект 

 
Для беспримесных полупроводников фотоэмиссия будет проис-

ходить при выполнении условия: 0ah e Qν ≥ ϕ + . Поэтому граничная 

частота 0
0

ae Q
h

ϕ +
ν = . Более чувствительны к облучению полу-

проводники n-типа (донорные), для них граничная частота 

0
ae Q
h

ϕ +
ν =  (для p-типа 0

0
ae Q

h
ϕ +

ν = , так как барьер остается 

0Q ). ВАХ примесного полупроводника n-типа при определении 
распределения энергии фотоэлектронов методом  задерживающего 
потенциала может иметь ступенчатый характер (рис. 2.39): 

 

 
Рис. 2.39. ВАХ примесного полупроводника n-типа 
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2.3.4. Эффективные фотокатоды 
 
Чистые металлы, как правило, не применяются в качестве фото-

катодов, так как красная граница из-за большой работы выхода ле-
жит в ультрафиолетовой области. У металлов есть преимущество 
только в том, что нет «фотостарения», т.е. фоточувствительность 
не уменьшается со временем использования. Поэтому это свойство 
является решающим, например, для фотокатодов электронных ум-
ножителей. Щелочные металлы обладают чувствительностью к 
электромагнитному излучению в видимом диапазоне длин волн, но 
их квантовый выход крайне мал (~ 10–3 электрон/фотон). Поэтому 
щелочные металлы, в частности цезий, используют в многослой-
ных фотокатодах с применением полупроводников. 

Полупроводники благодаря малой работе выхода имеют крас-
ную границу именно в инфракрасной области, поэтому охватывают 
весь видимый спектр света. Да и квантовый выход у них больше, 
чем у металлов, потому что при движении к поверхности фото-
электрон полупроводника теряет мало энергии по сравнению ме-

таллами, так как мала концен-
трация электронов проводи-
мости, на взаимодействие с 
которыми главным образом 
теряется энергия. Причем 
наибольший квантовый вы-
ход следует ожидать для по-
лупроводников, у которых 
фотоэлектроны выходят из 
заполненной зоны, так как их 
там гораздо больше, чем на 
примесных уровнях. Для 
снижения работы выхода при-
меняют одноатомный слой 
щелочного металла. Общая 
структура фотокатода изо-
бражена на рис. 2.40.  

Наиболее распространен-
ным в настоящее время явля-
ется кислородно-цезиевый 

 

 
 

Рис. 2.40. Структура фотокатода 
 

 
Рис. 2.41. Структура кислородно-

цезиевого фотокатода 
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катод (рис. 2.41). Серебряная пластина окисляется и оксид серебра 
является полупроводником. На  него напыляется Cs, который заби-
рает кислород у серебра, и свободные атомы серебра выступают 
как примесь. Атомы Cs окисляются в полупроводнике до Cs2O и 
тоже выступают как примесь. 

Таким способом получается кислородно-цезиевый фотоэмиттер 
с низкой работой выхода (0,9 эВ) и с высоким квантовым выходом 
(0,02 электрон/фотон в области его максимальной чувствительно-
сти рис. 2.42).  

Большим недостатком 
щелочных фотокатодов 
является их «утомление» 
или «старение», которое 
выражается в снижении 
фоточувствительности при 
длительном освещении.   
Чаще всего это объясняют 
тем, что атомы Cs ионизи-
руются и под действием 
электрического поля увле-
каются в толщину полу-
проводника, что увеличи-
вает работу выхода. Но 
существует точка зрения, 
что утомление фотокато-
дов связано с изменением 
равновесного состояния 
примесей вследствие 
взаимодействия катода с 
окружающей средой. Этот 
вопрос требует дальней-
шего изучения. 
 

 

 
Рис. 2.42.  Спектральная характеристика 

кислородно-цезиевого фотокатода 
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2.4. Вторичная электронная эмиссия  
и методы ее исследования 

 
2.4.1. Коэффициенты вторичной  
электрон-электронной эмиссии 

 
Эмиссия электронов с поверхности твердого тела, бомбардируе-

мой потоком электронов, называется вторичной электрон-
электронной эмиссией. Вторичная электрон-электронная эмиссия 
была обнаружена Остином и Штарке в 1902 г. Наиболее распро-
страненная схема экспериментального исследования энергетиче-
ского распределения вторичных электронов методом задерживаю-
щего поля с использованием сферического коллектора Лукирского 
и Прелижаева показана на рис. 2.43. Задерживающее поле прикла-
дывается между мишенью и коллектором. Если потенциал коллек-
тора будет больше, чем на мишени, то на коллектор придет полный 
ток вторичной электронной эмиссии Iee. Вторичная электронная 
эмиссия характеризуется количеством вторичных электронов на 
одну первичную частицу: σe = Nee/Np.  Интегрально это количество 
равно отношению токов вторичных и первичных электронов Iee/Ip.  
Распространенным методом определения скоростей вторичных 
электронов является использование магнитного энергоанализатора 

с полукруговой траекторией радиусом mcR V
eH

=  (рис. 2.44), т.е. 

через щель пройдут электроны, скорость которых равна eHV R
mc

= .  

 
Рис. 2.43. Схема опыта по исследованию вторичной электрон-электронной 

эмиссии  в опытах Лукирского и Прелижаева 
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Рис. 2.44. Схема опыта по исследованию вторичной электрон-электронной 

эмиссии с использованием магнитного энергоанализатора 
 

 
Рис. 2.45. Распределение вторичных электронов по энергиям 

 
Полученное экспериментальное энергетическое распределение 
(рис. 2.45) независимо от материала и энергии первичных электро-
нов содержит два высоких максимума. Первый в области малых 
энергий (< 50 эВ) соответствует истинным вторичным электронам, 
которые выходят из твердого тела за счет поглощения энергии пер-
вичных электронов. Далеко не все  электроны, получившие допол-
нительную энергию, добираются до поверхности, растрачивая 
энергию по пути на взаимодействие с ионами решетки и другими 
электронами. Преодолевшие потенциальный барьер истинные вто-
ричные электроны на выходе имеют энергии, не зависящие от 
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энергии первичных электронов. Работа выхода материала также не 
оказывает существенного влияния на эмиссию вторичных электро-
нов, так как, во-первых, энергия первичных электронов,  как пра-
вило, гораздо больше работы выхода, во-вторых, эмиссия происхо-
дит не из поверхностных слоев, а из глубины металла, поэтому бо-
лее важным является потеря энергии при движении электрона к 
поверхности. Второй, гораздо более узкий максимум находится в 
области высоких энергий и соответствует упругоотраженным пер-
вичным электронам, практически полностью сохранившим свою 
скорость после отражения. Положение этого максимума соответст-
вует энергии первичных электронов. Область энергий между этими 
двумя максимумами соответствует неупругоотраженным вторич-
ным электронам. Таким образом, энергетический спектр вторичных 
электронов состоит из широкого пика в области низких энергий, 
который принадлежит истинно-вторичным электронам, выходя-

щим с глубины 5 − 100 
o
A  от поверхности, и очень узкого пика от-

раженных от поверхности электронов  в области высоких энергий с 
максимумом при энергии, равной энергии первичных электронов. 

Для характеристики истинной электрон-электронной эмиссии 
вводят коэффициент вторичной электронной эмиссии γee = Ns/Np , 
где Ns – число истинных вторичных электронов; Np – число пер-
вичных электронов, падающих на поверхность в единицу времени. 
Для характеристики эмиссии отраженных от поверхности первич-
ных электронов используется  коэффициент отражения ηe = (Ne + 
+ Nu)/Np, где Ne и Nu – упруго- и неупруго-отраженные электро-
ны.   Полный коэффициент вторичной электронной эмиссии: 

σ γ η η γ ηee
e ee ee ne ee e

p

I
I

= = + + = + . Коэффициент отражения вто-

ричных электронов экспериментально можно определить, подавая 
на коллектор задерживающий потенциал, равный  3 1U U= − , где 

1U – граница в энергетическом распределении для упругоотражен-

ных (см. рис. 2.45): 1 3 1( )
ηee

p

I U U
I
= −

= . Коэффициент неупругоот-

раженных электронов можно определить из соотношения:  
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Рис. 2.46. Зависимость
сечения взаимодействия от
энергии 
 

Рис. 2.47. Траектория пер-
вичного электрона в толще
материала 

2 3 2 1 3 1( ) ( )
ηne

p

I U U I U U
I

= − − = −
= . 

Коэффициент истинных вторичных электронов: 
2 3 2( )

γ ee
ee

p

I I U U
I

− = −
= . 

 
2.4.2. Зависимость коэффициента истинной вторичной  
электронной эмиссии от энергии первичных электронов 
 
Будем считать, что при движении внутри кристалла первичные 

электроны расходуют свою энергию главным образом на возбуж-
дение и ионизацию атомов. Сечения возбуждения и ионизации 
электронным ударом свободного атома нелинейны, имеют макси-
мум для некоторой энергии и спад при больших энергиях, обуслов-
ленный тем, что с увеличением энергии уменьшается время взаи-
модействия (рис. 2.46). Энергия первичных электронов, вызы-
вающих вторичную электронную 
эмиссию, много больше энергии иони-
зации, поэтому можно считать, что 
потери энергии первичных электронов 
обратно пропорциональны энергии: 

p
n
p

d E C
d x E

= −  («–» означает безразмер-

ную величину). Число вторичных 
электронов на глубине x пропорцио-
нально потерям энергии (рис. 2.47): 

( ) 1,
ε

p
p

dE
N x E

dx
= − , где 

1

ε p

N

dE
dx =

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

− 

средняя энергия, приходящаяся на 
создание одного электрона. Возник-
шие на глубине x вторичные электро-
ны для выхода из металла должны до-
браться до поверхности, взаимодейст-
вуя (сталкиваясь) со свободными 
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электронами и ионами решетки кристалла. Количество вторичных 
электронов уменьшается с пройденным расстоянием экспоненци-
ально: ( ) ( )0 exp αn x n x= − . Действительно: 

αdn x
dx

= −  ⇒  ln αn x C= − +  ⇒  ( ) ( )0 exp αn x n x= − .  

Таким образом,  количество электронов, дошедших до поверх-
ности с глубины x, экспоненциально уменьшается, тогда коэффи-
циент истинной вторичной электронной эмиссии можно опреде-
лить как количество вторичных электронов на 1 первичный: 

( ) ( )
( )0 0

exp α1γ exp α
ε

x xm m
p

ee n
p

xdE
x d x A d x

dx E x

−⎛ ⎞
= − − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫ , 

где mx  − безразмерная максимальная глубина проникновения пер-
вичных электронов с начальной энергией 0(0)p pE E= . Так как 

n
p pE dE Cd x= − , то 1

2
1

1
n
pE C x C

n
+ = − +

+
, следовательно, ( )pE x =  

( )11
0 1nn

pE C n x++= − + . Тогда ( )( ) ( )

1
00

1

n
p

m p
E

x E x
C n

+

= =
+

. Из этого со-

отношения можно экспериментально определить n по минималь-
ной энергии 0pE , необходимой для проникновения через mx . 

( )

( )

1 1
0

0

α( )
exp

( 1)
γ

n n
p p

x nm
p p

ee n
p

E E x
c n E dE

A
CE x

+ +⎛ ⎞− −
⎜ ⎟
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⎜ ⎟
⎝ ⎠
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A y d A F y
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++

+ +
+

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟= − =
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= − ξ ξ =

∫

∫
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где 
1

0 1α
( 1)

n
p nE y

C n

+
+=

+
, следовательно, 10

α
( 1)

npy E
C n

+=
+

, 

1
1 αξ

( 1)

n
pn E

C n

+
+ =

+
. Максимальное значение maxγ γm ee=  при 0p mE E=  

находим из условия 
α1

( 1)

0ee

ny Em m C n
y +=

+

=
∂γ
∂

:  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1 11
1

0

1 1
1 1

1 exp exp ξ ξ

1exp exp 0      .
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A y y F y
n y

+

+ ++
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∫
 

Получим так называемое уравнение приведенной кривой: 
( )
( )
1

1

γ
γ

ee n

m n m

F y
F y

+

+
= . Эта зависимость для разных n приведена на 

рис. 2.48. Наличие максимума на энергетической зависимости ко-
эффициента вторичной 
эмиссии объясняется тем, 
что глубина, на которую 
проникают первичные элек-
троны, увеличивается с рос-
том их энергии (рис. 2.49). 
Далеко не все  электроны, 
получившие дополнитель-
ную энергию, добираются 
до поверхности, растрачивая 
энергию по пути на взаимо-
действие с ионами решетки 
и другими электронами. С 
большой глубины вторич-
ным электронам существен-
но труднее добраться до по-
верхности, поэтому коэф-
фициент вторичной эмиссии 

 
Рис. 2.48. Приведенные кривые 

 

 
Рис. 2.49. Зависимость глубины про-
никновения электронов от их энергии
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уменьшается. Для различ-
ных материалов можно 
экспериментально опреде-
лить mE  и mγ  (рис. 2.50). 

Оказалось, что для лю-
бых материалов зависи-
мость коэффициента ис-
тинной вторичной элек-
тронной эмиссии от энер-
гии первичных электронов 
можно описать одной эм-
пирической формулой: 

( )
( )2

γ
2,72 exp 2

γ
ee p p p

m m m

E E E
E E

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

Положение максимума зависимости коэффициента вторичной 
электронной эмиссии для разных материалов представлено в 
табл. 2.3.  

Таблица 2.3 
Положение максимума зависимости коэффициента  

вторичной электронной эмиссии 
 

Мате-
риал Al Be C  (ал-

маз) 
С (гра-
фит) Cu Fe Mo Ni Ta Ti W 

γm 1,0 0,5 2,8 1,0 1,3 1,3 1,25 1,3 1,3 0,9 1,4 
Em, эВ 300 200 750 300 600 400 375 550 600 280 650
 

Экспериментально обнаружена зависимость максимального 
значения коэффициента истинной вторичной электрон-
электронной эмиссии от работы выхода γ 0,35m ae= ϕ . Эта зави-
симость пока не нашла теоретического объяснения, но она явно не 
полная, так как не отражает влияния поверхности. Например, экс-
периментально обнаружено, что шероховатость поверхности силь-
но понижает коэффициент вторичной эмиссии. С ростом атомного 
номера Z и работа выхода электрона из металла и γm  возрастают. 
Преодолевшие потенциальный барьер истинные вторичные элек-
троны на выходе имеют энергии, не зависящие от энергии первич-

 

Рис. 2.50. Экспериментальная зависи-
мость коэффициента истинной вторич-
ной эмиссии 
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ных электронов. Работа выхода материала также не оказывает су-
щественного влияния на эмиссию вторичных электронов, так как, 
во-первых, энергия первичных электронов,  как правило, гораздо 
больше работы выхода, во-вторых, эмиссия происходит не из по-
верхностных слоев, а из глубины металла, поэтому более важным 
является потеря энергии при движении электрона к поверхности. 
Использование в эксперименте энергоанализатора высокой разре-
шающей способности позволяет выявить ряд максимумов в энерге-
тическом распределении истинно-вторичных электронов. Положе-
ние максимумов также не зависит от энергии электронов pE  и яв-

ляется характеристикой материала 
мишени. Положение основного мак-
симума maxW  (рис. 2.51) зависит от 
Z (атомного номера), при 

max  Z W↑ ↓ , так как вторичным 
электронам сложнее выйти из глу-
бины, и основной вклад дают элек-
троны, получившие энергию вблизи 
поверхности.  

Резонансность процессов не мо-
жет быть объяснена изложенной 
выше качественной теорией, и на-
шла объяснение при рассмотрении 
оже-процессов. Эмпирическая зави-
симость ( )γ αe , где α − угол паде-
ния первичного электрона с нор-
малью (рис. 2.52),  описывается ко-
синусоидальным законом: ( )γ αee =  

( )
β

γ 0
cos α

ee= . Степень β 1,3 1,5= ÷  для 

углов α 60< ° . Рост коэффициента 
эмиссии с увеличением угла паде-
ния объясняется уменьшением глу-
бины рождения вторичных электро-
нов. Экспериментально было уста-

Рис. 2.51. Энергетическое 
распределение истинных вто-
ричных электронов 
 

 
 

Рис. 2.52. Зависимость коэф-
фициента истинной вторич-
ной эмиссии от угла падения
первичных электронов 
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новлено, что максимальная глубина зарождения вторичных элек-
тронов, с которой они еще в состоянии дойти до поверхности, оце-
нивается несколькими десятками атомных слоев. 

 
2.4.3. Оже-электроны 

 
Первичный электрон, попадая в глубь металла, передает элек-

трону заполненной зоны С (рис. 2.53) энергию, достаточную для 
перехода последнего в зону проводимости.  

В заполненной зоне 
С возникает вакансия, 
которая заполняется 
электроном из верхней 
заполненной зоны В. 
При этом выделяется 
энергия B Ch W Wν = − , 
которая передается ка-
кому-либо электрону из 
зоны проводимости. 

Этот электрон выходит из металла в вакуум как истинный вто-
ричный с энергией e aW h e= ν − ϕ . Образовавшиеся оже-электроны 
создают ряд максимумов в энергетическом распределении истин-
ных вторичных электронов (см. рис. 2.51), положение которых со-
ответствуют расстоянию между зонами и не зависит от энергии 
первичных, т.е. является характеристикой материала мишени. На 
этом основана возможность анализа состава поверхностного слоя 
металлов  и чистоты поверхности (оже-спектрометрия). 

 
2.4.4. Упругоотраженные электроны 

 
Коэффициент упругоотраженных вторичных электронов ηee  

определяется процессами отражения электрона как электромагнит-
ной волны за счет рассеяния на отдельных атомах кристалла, ди-
фракции и интерференции. В отличие от классической дифракции, 
разрешающей интерференцию рассеянных волн при выполнении 
условия Брэгга – Вульфа: 2 sinα λed n= , где d − межатомное рас-
сеяние; α − угол падения; eλ  − длина волны де Бройля, отражение 

 
 

Рис. 2.53. Схема оже-процесса 
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происходит для любых pE  и α, так как из-за взаимодействия элек-
трона с фононами, электронами проводимости, дефектами и т.д. 
когерентность нарушается.  Эмпирическая зависимость коэффици-
ента отражения ηee для нормального падения электронов от атом-
ного номера материала мишени (рис. 2.54) и от энергии первичных 
электронов (рис. 2.55) имеет вид 

( ) ( ) ( )( )η , exp ,m Z
ee p pE Z E C Z=  

где –0,5( ) 0,1382 – 0,9211 ,m Z Z=  ( ) ( )0,1904 – 0,2236 lnC Z Z= +   
2 30,1292 ln – 0,01491 ln .Z Z+  Зависимость ηee от угла падения α: 

 ( ) ( ) cosη 0
η α 0,89 .

0,89
e

ee

α
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

 
Рис. 2.54. Зависимость коэффи-
циента отражения от атомного 
номера материала мишени  

 

Рис. 2.55. Зависимость коэффици-
ента отражения от энергии пер-
вичных электронов 

 
2.4.5. Неупругоотраженные электроны 

 
Неупругоотраженные электроны имеют непрерывный энергети-

ческий спектр от 50 эВ до энергий, соответствующих упругоотра-
женным (см. рис. 2.45). Это объясняется тем, что их энергия зави-
сит от потерь при выходе из металла. Эти потери носят вероятно-
стный характер. Но на сплошном энергетическом спектре неупру-
гоотраженных электронов вблизи пика упругоотраженных сущест-
вуют несколько пиков так называемых характеристических 
(рис. 2.56). Есть несколько теорий, объясняющих характеристиче-
ский максимум (характеристические потери). Одна связывает их с 
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оже-процессом, другая – с возбуждением первичными электронами 
плазменных колебаний и взаимодействием их с плазменными ко-
лебаниями. Электроны в металле и ионы в узлах кристаллической 
решетки образуют коллективную среду, которую можно назвать 
плазменной. В этой плазме, так же как и в плазме газового разряда, 
возможно возбуждение плазменных 

колебаний с частотой 
2

0
4πω

e

ne
m

= . 

Для плотности металла 29 3~ 10 мn −  
плазменная частота получается 

16 1ω ~ 2 10 c−× . Колебания с такой 
частотой можно возбудить, если за-
тратить энергию: 

34 16 1 18ω 2π 6 10 Дж с 2 10 с 2π 12 10 Дж ~ 10 эВ− − −= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ,  

где 1 эВ 19~ 1,6 10−× Дж. Такие колебания называют плазмонами. 
 

2.4.6. Вторичная электронная эмиссия 
полупроводников и диэлектриков 

 
Эффективные эмиттеры вторичных электронов – это не метал-

лы, а полупроводники. 
Если сравнивать суммарный коэффициент вторичной электрон-

ной эмиссии для металлов, диэлектриков и полупроводников, то 
окажется, что для диэлектриков он больше, чем для металлов, а для 
полупроводников больше, чем для диэлектриков (рис. 2.57), прав-
да, максимум σm  сдвигается для полупроводников в область боль-
ших энергий первичных электронов. 

 

 
 
 
 

 
Рис. 2.57. Коэффициент 
вторичной эмиссии для 
диэлектриков и полупро-
водников 

 

Рис. 2.56. Характеристиче-
ские пики 
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Кроме того, коэффициент вторичной электронной эмиссии ди-
электриков и полупроводников, в отличие от металлов, имеет тем-
пературную зависимость ( )σ T ; зависимость от внешнего поля 
( )σ E ; зависимость от aeϕ , т.е. ( )σ aeϕ . 
Существенной особенностью является то, что максимум энерге-

тического распределения истинных вторичных электронов из по-
лупроводников приходится на низкоэнергетическую область в диа-
пазоне 1 3÷ эВ вместо ~ 10 эВ для металлов. 

Существенно большие коэффициенты вторичной электронной 
эмиссии для диэлектриков и полупроводников объясняются тем, 
что образовавшиеся в толщине вторичные электроны практически 
не встречают сопротивления со стороны электронов проводимости, 
поэтому вторичные электроны, эмитируемые полупроводниками, 
более низкоэнергетичны, чем эмитируемые металлами. Ширина 
запрещенной зоны полупроводника 1 эВ. В изоляторах, с одной 
стороны, ширина запрещенной зоны много больше, но вторичные 
электроны, в отличие от вторичных электронов в полупроводниках, 
при движении к поверхности, сталкиваясь с атомами решетки, не 
ионизируют их (из-за той же большой ширины запрещенной зоны), 

а упруго отражаются от них, прак-
тически не теряя энергию. Очень 
важным отличием во вторичной 
электронной эмиссии диэлектриков 
и полупроводников является то, что 
их поверхность при σ 1>  заряжает-
ся положительно, а при σ 1<  – от-
рицательно (рис. 2.58). 

Таким образом, меняя энергию первичных электронов, можно 
менять заряд поверхности. Это явление следует учитывать, если в 
электровакуумных приборах электроны попадают на диэлектрик, 
вызывая его электризацию. Хотя это иногда играет и положитель-
ную роль. Например, электризация стенок трубок удерживает 
тлеющий разряд, заставляя его повторять геометрию трубок, что 
широко используется, например, в рекламных огнях. Для сложных 
оксидных эмиттеров, использующихся для вторичной электронной 
эмиссии, например, кислородно-магниевый, применима несколько 
иная зависимость коэффициента вторичной электронной эмиссии 

 

Рис. 2.58. Электризация  
диэлектрика 
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от энергии первичных ( )σ exp μp pAE E= − , где постоянные A и μ 

можно  выразить  через  табличные  значения  mE   и  σm ,  действи-
тельно: 

( ) ( )σ exp μ μexp μ 0m m m
p

A E AE E
E
∂ = − − ⋅ − =
∂

 

дает значение 1μ
mE

= , а 
σ

 m

m
A

E e
= .  

 
2.4.7. Вторичная электронно-электронная эмиссия слоя  

полупроводника или диэлектрика  
на металлической подложке 

 
Пусть сопротивление слоя − R, тогда на нем возникнет разность 

потенциалов UΔ . Коэффициент вторичной электронной эмиссии σ 
зависит от энергии первичных электронов, т.е. от 1 0U U U= − Δ . 
Если начальное 0U  таково, что 0 01U U> , то σ 1> , 2 1I I>  и 

10U UΔ < ⇒ ↑ . Поверхность будет заряжена «+», получается по-
ложительная обратная связь, 1U  будет возрастать, пока не станет 

больше mE
e

. При 1
mE

U
e

> , если 1U ↑→σ↓ , пока не достигнет 

1σ = , тогда накопление заряда «+» закончится.  При 1σ <  UΔ  из-
менит знак и станет больше нуля, 1U  станет уменьшаться 
(рис. 2.59). 

 

 
Рис. 2.59. Особенности вторичной электронной эмиссии диэлектрика  

на металлической подложке 
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Таким образом, точка В – устойчивая точка, при этом 1 02U U= . 

Если 0 01U U< , то 1σ < , поверхность заряжается отрицательно. 

0UΔ > , 1U ↓→σ↓  – отрицательная обратная связь приведет к 

1 0U →  − потенциал на поверхности будет равен потенциалу на 
катоде, это будет тоже устойчивый режим. 

 
2.4.8. Эффект Молтера 

 
Молтер в 1936 г. обнаружил очень 

большую вторичную электронную 
эмиссию ( )σ 100 1000m = ÷  с алюми-
ния, покрытого тонкой пленкой оксида 

2 3Al O , обработанного парами Cs  
(рис. 2.60). Эффект Молтера имеет 
большую инерционность – секунды по 

сравнению с безинерционной обычной вторичной электронной 
эмиссией ( 9~ 10− с). Толщина пленки не должна быть больше 1 
мкм, этот факт позволил самому Молтеру объяснить эффект. Тон-
кий слой 2 3Al O  является диэлектриком, наличие оксида цезия еще 
более увеличивает коэффициент вторичной электронной эмиссии, 
это приводит к положительному заряду на поверхности. Возникает 

очень сильное электрическое поле 6 7 B~ 10 10
см

÷ . Начинается ин-

тенсивная автоэлектронная эмиссия из металла. При больших тол-
щинах пленки диэлектрика напряженность поля в ней не велика, и 
автоэлектронной эмиссии не происходит. Автоэлектроны, вышед-
шие из металла, проходя через диэлектрик, возбуждают и ионизу-
ют атомы диэлектрика. Через диэлектрическую пленку протекает 
лавинный электрический разряд. Условия для развития лавин при 
наличие примесей неоднородны, этим объясняется наличие «эмис-
сионных пятен» при молтеровской эмиссии. Таким образом, в дан-
ном случае роль первичных электронов сводится к поддержанию 
положительного заряда на поверхности. 

Рис. 2.60. Аномальная  
вторичная эмиссия 
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2.4.9. Применение вторичной электронной эмиссии  
в электронных приборах 

  
Наиболее распространенным применением вторичной элек-

тронной эмиссии являются электронные умножители, принцип 
действия которых показан на рис. 2.61. Максимально полное попа-
дание вторичных электронов на следующий эмиттер может обес-
печиваться электрической (см. рис. 2.61, а) или магнитной фокуси-
ровкой (см. рис. 2.61, в – фотоумножитель Кубецкого). Между 
входным электродом и предпоследним прикладывается такая раз-
ность потенциалов, которая обеспечивает значение коэффициента 
вторичной электронной больше единицы между двумя соседними 
электродами. Именно при этом условии происходит размножение 
электронов, коэффициент которого для жалюзийного усилителя 
(см. рис. 2.61, г) составляет ~ 105. При регистрации фотонов ис-
пользуются специальные фотоэмисиионные катоды, а сам прибор 
помещают в колбу (ФЭУ). Для регистрации корпускулярного излу-
чения – ионов, электронов, быстрых атомов – используют умножи-
тели открытого типа (ВЭУ-1, ВЭУ-2).  

 

 
 

Рис. 2.61. Принцип действия вторичного электронного умножителя: а –
 с электрической фокусировкой; б – с электрической и геометрической 
фокусировкой, использующей обратную связь; в – с магнитной фокуси-
ровкой; г – «жалюзи» Векшинского 
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Разновидностью вторичного электронного умножителя является 
умножитель канального типа, который представляет собой изогну-
тый канал из специального полупроводящего стекла. Сам материал 
канала и его изогнутая форма обеспечивают более высокие коэф-
фициенты эмиссии за счет наклонного попадания электронов на 
стенки с распределенным вдоль них потенциалом. Прикладываемая 
разность потенциалов 3 – 4 кВ, а коэффициент умножения состав-
ляет 106 – 108 (ВЭУ-4, ВЭУ-6). Для слабых плотностей потоков ис-
пользуют микроканальные пластины (МКП). 

                   
2.5. Вторичная ионно-электронная эмиссия 

 
Испускание электронов твердым телом при бомбардировании 

его ионами называется ионно-электронной эмиссией. Ионно-

электронная эмиссия характеризуется коэффициентом γ e
ei

i

n
n

= , где 

en  − число эмитированных электронов; in  − число ионов, упавших 
на ту же поверхность за то же время. Различают потенциальную и 
кинетическую ионно-электронную эмиссию. Потенциальная ион-
но-электронная эмиссия характеризуется коэффициентом γn  и свя-
зана с передачей электронам мишени энергии, выделяющейся при 
нейтрализации пришедшего на мишень иона. Кинетическая ионно-
электронная эмиссия, характеризуемая коэффициентом γk , связана 
с передачей электронам мишени кинетической энергии иона. При 
ионной бомбардировке обычно идут оба процесса. При подлете 
ионов к поверхности сначала происходит их нейтрализация и, со-
ответственно, потенциальная ионно-электронная эмиссия. Затем 
при соударении атомов с мишенью возникают электроны кинети-
ческой ионно-электронной эмиссии, поэтому γ γ γei n k= + . 

 
2.5.1. Потенциальная ионно-электронная эмиссия 

 
Потенциальная ионно-электронная эмиссия была открыта гол-

ландским физиком Пеннингом в 1928 г. При исследовании зависи-
мости ионно-электронной эмиссии металлических мишеней от 
энергии падающих ионов он обнаружил, что эмиссия остается и 
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при очень малых, практически нулевых, энергиях ионов. Из этого 
он сделал вывод, что эмиссия электронов не связана с кинетиче-
ской энергией ионов. В экспериментах было выяснено, что потен-
циальная ионно-электронная эмиссия происходит только для ио-
нов, потенциал ионизации которых iU  в два раза больше работы 
выхода материала эмиттера :aϕ  2i aU > ϕ . Это находит объяснение 
в процессе оже-нейтрализации 
иона. Приближаясь к поверхно-
сти металла, ион изменяет своим 
полем поверхностный потенци-
альный барьер, понижая его. 
Один электрон, имея в металле 
энергию 1E , совершит туннель-
ный переход и нейтрализует ион 
(рис. 2.62). При этом выделенная 
энергия 1ieU E−  может быть 
передана второму электрону, 
имеющему в металле энергию 

2E . Для того, чтобы второй 
электрон вышел из металла, его кинетическая энергия должна быть 

больше нуля: 
2

1 2 0
2 i

mV eU E E= − − > . С учетом того, что при 

низких температурах 1E  и 2E  ниже уровня Ферми, т.е. 1| |E , 

2| |E ae> ϕ , то 2i aU > ϕ . Опыт показывает, что коэффициент nγ  
растет линейно с увеличением разности 2i aU − ϕ  для различных 
пар ион-мишень. Для чистых поверхностей эту зависимость можно 
описать эмпирической формулой: ( )γ 0,01 2n i aU≈ − ϕ  [эВ]. Напри-

мер, для +Ne Mo   γ 0,28n− ≈ , для +Ar Mo   γ 0,11n− ≈ , для 
+Kr Mo−  γ 0,75n ≈ . Коэффициент γn  тем больше, чем больше за-

ряд иона (кратность ионизации): ( ) ( ) ( )γ γ γn n nA A A+ ++ +++> > . В 
случае многозарядности ионов захват электронов ионом происхо-
дит последовательно со ступенчатым понижением заряда иона. 

Рис. 2.62. Схема потенциальной 
ионно-электронной эмиссии 
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При этом γn  может превысить 1. При невысоких энергиях ионов 
( 1pE <  кэВ), если поверхность мишени достаточно чистая, γn  сла-
бо зависит от энергии падающих ионов (немного уменьшается с 
ростом pE ). При больших энергиях pE  коэффициент γn снижается 

до нуля. При большой величине разности 2i a WU kT− ϕ >> , где 

WT  – температура поверхности, коэффициент γn  не зависит от 
температуры поверхности мишени. При малой разности 

2i a WU kT− ϕ ≈  термическое увеличение энергии электронов повы-
шает вероятность эмиссии, γn  растет с увеличением WT , при этом 
эмиссия возможна и при 2i aU < ϕ . Для некоторых пар ион-мишень 

(например, Ne Mo+ − ) возможна нейтрализация ионов не в основ-
ное, а в возбужденное состояние. В этом случае эмиссия электро-
нов осуществляется путем оже-дезактивизации. Энергия, выде-
ляющаяся при переходе второго электрона в основное состояние, 
передается электрону 1, оказавшемуся на возбужденном уровне. 
Получив эту энергию, электрон с возбужденного уровня покидает 
металл.  

При этом условие появления эмиссии: * 2 aeU e> ϕ , где *eU  − 
энергия возбужденного атома. Форма энергетического спектра 
эмитируемых  электронов имеет максимум около значения 

2i aeU e− ϕ  для оже-дезактиви-
зации. Ионно-электронная эмис-
сия существует и для диэлектри-
ческих мишеней и полупровод-
ников. Соотношение на эмиссию 
электронов при этом заменяется 

следующим:  з срχ
i

E
U

e
Δ +

> , где 

зEΔ  − ширина запрещенной зо-
ны, а срχ  − сродство электрона к 
эмиттеру.  

Рис. 2.63. Схема оже-дезакти-
вации при потенциальной ион-
электронной эмиссии 
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2.5.2. Кинетическая ионно-электронная эмиссия 
 
При высоких энергиях падающих ионов кинетическая ионно-

электронная эмиссия преобладает над потенциальной. Экспери-
ментально было обнаружено, что существует пороговое значение 
энергии ионов ( )гр ~ 1,5pE  кэВ, меньше которого коэффициент 

эмиссии металлов 0kγ ≈ , для диэлектриков ( )гр ~ 0,1 0,2pE ÷  кэВ. 

В припороговой области энергий ионов (1,5 кэВ pE< < 10 кэВ) ко-

эффициент эмиссии пропорционален энергии: ( )( )гр
γk p pC E E= ⋅ − , 

где constC = . Для чистых металлов 2 10,2 10 эВC − −≤ ⋅ . При более 
высоких энергиях 1/2γ ~ ,k pE  затем выходит на плато и далее 

уменьшается. Например, при бомбардировке ионами H+  поверх-
ность из вольфрама максимум эмиссии наблюдается для 

pE = 100 кэВ ( )maxγ 1,5k = . При облучении монокристаллов коэф-

фициент kγ  зависит от угла падения ионов на поверхность, так как 

kγ  различен для разных граней. Причем эта зависимость носит пе-
риодический характер. Распределение эмитированных электронов 
по энергиям имеет максимум в диапазоне 1 3÷  эВ и затем протя-
женный спад, на котором выделяются пики, связанные с оже-
переходами. По положению этих пиков можно анализировать со-
став поверхности, на этом основана ионная оже-спектроскопия. 
Современные представления кинетической ионно-электронной 
эмиссии (модель Парилиса, Петрова, Кишиневского) основываются 
на двухэтапности процесса. На первом этапе кинетическая энергия 
иона передается электронной системе метала с образованием «ды-
рок» (получая энергию, электроны атомов совершают межзонный 
переход в зону проводимости, образуя дырки). На втором этапе 
происходит рекомбинация дырки и электрона проводимости ме-
талла с передачей выделяющейся энергии за счет оже-процесса 
другому электрону проводимости, который эмитируется из металла 
мишени. Таким образом, второй этап кинетической ионно-
электронной эмиссии близок по природе потенциальной эмиссии. 
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Следует учитывать, что разогревание поверхности мишени ин-
тенсивным ионным пучком может приводить к появлению термо-
электронной эмиссии, а в случае мишени из диэлектрика зарядка 
поверхности может привести к автоэлектронной эмиссии.  

 
2.6. Поверхностная ионизация 

 
2.6.1. Формула Саха – Ленгмюра 

 
При попадании потока атомов или молекул на поверхность на-

гретого до высокой температуры металла некоторая их часть поки-
нет поверхность в виде тех же нейтральных частиц, но будет неко-
торое количество покидающих поверхность в виде положительных 
или отрицательных ионов. Явление ионизации на поверхности рас-
каленного металла получило название поверхностной ионизации – 
положительной и отрицательной соответственно. Впервые положи-
тельную поверхностную ионизацию атомов на вольфраме наблю-
дали в 1923 г. Ленгмюр и Кингдон. Поверхностная ионизация от-
личается от неравновесных процессов эмиссии ионов с поверхно-
сти, вызванных воздействием быстрых нейтральных частиц (ней-
трал-ионнная эмиссия), электронов (электрон-ионная эмиссия), фо-
тонов (фотодесорбция ионов) тем, что адсорбированные на по-
верхности из газовой фазы атомы (адатомы) приходят к термиче-
скому равновесию с металлом, так что испарение происходит за 
счет теплового возбуждения. Поверхностная ионизация характери-

зуется двумя параметрами: α i

a

n
n

=  − степень ионизации;  

αβ
α 1

i i

a i

n n
n n n

= = =
+ +

 − коэффициент ионизации, где in  и an  – 

плотности потока испаряющихся частиц в виде ионов и атомов со-
ответственно, в стационаре a in n n+ = , где n − плотность потока 
падающих частиц. Из кинетической теории газов n = 

1
4 2π a

PNv
m kT

= = , где P и T − давление и температура газа; N − 

плотность частиц. Степень поверхностной ионизации определяется 
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формулой Саха – Ленгмюра: ( )α expi a i

a

g e U
g kT

ϕ −⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, где i

a

g
g

 − от-

ношение статистических весов ионного и атомного состояния ио-
низующихся частиц; aeϕ  − работа выхода металла, на котором 
происходит ионизация атомов; iU  − потенциал ионизации.  

 
Температурная зависимость плотности тока  

положительной ионизации 
 

С целью проверки формулы Саха – Ленгмюра многими иссле-
дователями экспериментально изучалась температурная зависи-
мость плотности ионного тока: 

( )
1β .11 1 expα

i i
a i a

i

enj en en en
g e U
g kT

= = = =
−ϕ⎛ ⎞+ + ⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

Если 0i aU −ϕ <  и ( )i ae U kT−ϕ >> , это соответствует легко 
ионизуемым элементам (например, Cs на W); если α 1,   ij en>> =  
не зависит от температуры. 

Если 0i aU −ϕ <  и ( ) ~i ae U kT−ϕ  (например, K на W) при 

росте T α уменьшается, следовательно, и .ij ↓   

При ( )i ae U kT−ϕ >>  (например, Na на 

W), α 1<< , ( )expa i a
i

i

g e U
j en

g kT
− ϕ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 

( )ln ln a i a
i

i

g e U
j en

g kT
−ϕ⎛ ⎞

= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. С ростом T 

ij ↑  (рис. 2.64). 
 

Термодинамический вывод формулы Саха – Ленгмюра 
 

Рассмотрим систему газ-металл в равновесии, т.е. потоки частиц 
(ионов,  атомов,  электронов)  на  стенку  и  со  стенки  равны,  и 
температура  газа  и  металла  равна  T.  Запишем  равенство  пото-
ков электронов. Плотность приходящего потока электронов 

Рис. 2.64. Зависимость 
плотности тока от об-
ратной температуры 
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( )1 1
4e e en N v R′ = − , где 8

πe
kTv
m

=  − средняя скорость электронов в 

газе; R  – средний коэффициент отражения от стенки; eN  − плот-
ность электронов. 

Плотность  уходящего  потока  электронов  равна  плотности  

тока термоэмиссии: ( ) 20 1 exp aT
e

A ej
n R T

e e kT
ϕ⎛ ⎞= = − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
, где 

2

0 3
4 mk eA

h
π=  − универсальная постоянная Ричардсона, потому что 

эмиссия частиц возникает не в результате действия падающих на 
стенку частиц, а в результате теплового возбуждения на поверхно-
сти разогретого металла. Приравниваем e en n′ = , получим 

( )3/2
3/2

3
2 2π exp aemkNe T

kTh
ϕ⎛ ⎞= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
. Используя известное в термоди-

намике выражение для константы равновесия процесса a i e↔ + : 
( )3/2

3
2π3ln ln ln 2

2
e i i i

a a

N N eU g mkC T
N kT g h

⎛ ⎞
= = − + + ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
, и подставляя в 

него выражение для eN , получим:  

( )ln ln lni i a i
e

a a

N e U g
C N

N kT g
−ϕ ⎛ ⎞

= − = − + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

,     

т.е.   ( )expi i a i

a a

N g e U
N g kT

ϕ −
= . 

Учитывая равенство масс и средних скоростей атомов и ионов, 

получим: ( )expi i i i a i

a a a a

n N v g e U
n N v g kT

ϕ −
= = . 

Экспериментальная проверка этих зависимостей подтвердила 
верность соотношения Саха − Ленгмюра. 
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Статистический вывод формулы Саха – Ленгмюра 
 
Согласно теории Зоммерфельда электроны в металле находятся 

в потенциальной яме глубиной aW , валентный электрон адсорби-
рованного атома (адатома) также находится в потенциальной яме 
(рис. 2.65). Ширина потенциального барьера на границе металл-
адатом xΔ  конечного размера, и электроны металла и адатомов за 
счет туннельного эффекта могут преодолевать его, при этом адатом 
может находиться на поверхности не только в нейтральном состоя-
нии, но и в состоянии частичной ионизации. Адатом и металл обра-
зуют единую систему, их электроны принадлежат всей системе в 
целом, так, что электронные облака распределяются как в объеме 
металла, так и в объеме адатома.  

 

 
Рис. 2.65. Схема поверхностной ионизации 

 
Таким образом, энергетический уровень валентно электрона iU  

расплывается и изменяется, так что энергия mE  наиболее вероят-
ного нахождения электронов в адатоме отличается от iU  и лежит 

немного выше FE . Поэтому если 2i aeU e> ϕ , то адатом заряжен 

отрицательно, если 2i aeU e< ϕ  – положительно. Расширение и из-
менение уровня валентного электрона при приближении атома к 
поверхности происходит только, если он находится на уровне зоны 
проводимости металла. Если он расположен ниже дна зоны прово-
димости, то расширения не происходит, ион остается дискретным 
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на любом расстоянии от поверхности, при этом электрон будет 
принадлежать только адатому, и адатом будет нейтральным. При 
удалении адатома от поверхности ширина потенциального барьера 
увеличивается, обмен электронами между металлом и адатомом 
затрудняется, электроны металла стягиваются внутрь металла, ва-
лентный электрон адатома локализуется на дискретном уровне. Ве-
роятность обмена электронами практически прекращается на неко-
тором расстоянии крx . Энергия локализации электрона – aE , веро-

ятность нахождения электрона на уровне aE  по статистике Ферми: 

( ) 1ω
1 exp

a
a F

E E E
kT

= −⎛ ⎞+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Вероятность того, что этот уровнеь не 

занят, т.е. вероятность того, что на расстоянии mx  будет находить-

ся ион: ( )
exp

1
1 exp

a F

a
a F

E E
kTE E E

kT

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠−ω = −⎛ ⎞+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Следовательно, отношение 

этих вероятностей дает отношение числа ионов к числу нейтралов 

на расстоянии кр:x  
кр

expi i a i

a ax

n g e U
n g kT

′ϕ −⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. При крx →∞  

i iU U′ = , получим формулу Саха − Ленгмюра.  
В случае наличия сильного внешнего электрического поля, вы-

тягивающего ионы от поверхности эмиттера, степень ионизации 
растет в соответствии с уменьшением работы испарения иона с по-
верхности металла. Если провести те же рассуждения, что и в слу-
чае эффекта Шоттки для термоэлектронов, то это уменьшение ра-
боты испарения равно 3/2e E , поэтому зависимость степени иони-
зации от электрического поля имеет вид 

 
3/23/2

0α α exp expi a i

a

g e e E Ue E
kT g kT

⎛ ⎞⎛ ⎞ ϕ + −
= = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 
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2.6.2. Отрицательная поверхностная ионизация 
 
Некоторые атомы (например, H, O, F, Cl, ... ) могут присоеди-

нять к себе электроны, превращаясь в отрицательный ион, на раз-
рушение которого (удалить электрон) требуется работа eS, назы-
ваемая сродством электрона к атому. Можно теоретически пока-
зать на примере водорода, что отрицательный ион энергетически 
устойчив. Действительно, при испарении атома с поверхности на-
гретого металла на некотором критическом расстоянии крx , так же 
как и в случае положительной поверхностной ионизации, возника-
ет локализованный уровень eS электрона в системе металл-адатом. 
При дальнейшем удалении адатома, когда обмен электронами в 
системе металл-адатом прекращается, если этот уровень будет за-
нят электроном, то с поверхности эмитируется отрицательный ион, 
если нет, то атом. Следовательно, для степени отрицательной иони-
зации получим формулу, аналогичную формуле Саха − Ленгмюра:   

( )α expn n a
n

a a

n g e S
n g kT

−ϕ⎛ ⎞= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Как правило, для всех атомов величина aeS e<< ϕ , т.е. n an n<< , 

т.е. an n≈  ( )β expn n a
n

a

n g e S
n g kT

−ϕ⎛ ⎞⇒ = = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Плотность отрицательного ионного тока  
( )expn a

i
i

g e S
j en

g kT
− ϕ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

Экспериментальная проверка этой зависимости в сравнении с 
положительным поверхностным ионным током затруднена тем, что 
помимо отрицательных ионов на анод приходят термоэлектроны, и 
даже в гораздо больших количествах. Лишь применение масс-
сепараторов позволяет разделить эти потоки и одновременно изме-
рить плотности тока ионов nj  и термоэлектронов ej . Проведенные 
эксперименты подтвердили данную зависимость. Измерение угла 

наклона экспериментальной зависимости 0
2ln lne

n

j A eS
en kTi T

= −  дает 

возможность экспериментального определения S. 
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2.7. Вторичные потоки частиц при взаимодействии  
пучков ионов с поверхностью твердого тела 

 
2.7.1. Отражение 

 
К отраженным относятся частицы, которые после взаимодей-

ствия с мишенью сохранили какую-то долю своей первоначальной 
кинетической энергии Е0. Отражение частиц от поверхности кон-
денсированного вещества характеризуют интегральными и диффе-
ренциальными коэффициентами отражения.  

К интегральным характеристикам относятся коэффициент от-
ражения частиц   

RN = N / N0 
и коэффициент отражения энергии  

RE = 
0

0
0 0

/
NN

iE E∑ ∑ , 

где N и N0 – общее число отраженных и упавших на поверхность 
частиц соответственно, а Ei и E0 – энергии отраженных и упавших 
частиц соответственно. В случае моноэнергетического пучка  

0 0
0

/
N

E iR E N E=∑ . 

Дважды дифференциальный коэффициент отражения это от-
носительное  (к падающему количеству) число частиц, рассеянных 
в заданном направлении в пределах единичного телесного угла и в 
единичном интервале энергий  

2 /d N dE d⋅ Ω . 
Определение этого коэффициента во всем полупространстве ха-

рактеризует пространственное и энергетическое распределения от-
раженных частиц. Путем интегрирования дважды дифференциаль-
ного коэффициента по какому-либо параметру можно получить 
угловое распределение рассеянных частиц безотносительно к энер-
гии: 

 
0 2

0

E d NI dE
dEdΩ =

Ω∫   (2.7) 
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или интегральное по углам энергетическое распределение: 

 
2dN d N d

dE dEdΩ

= Ω
Ω∫ .  (2.8) 

Отраженные частицы могут находиться в различных состояниях 
возбуждения и ионизации. Зарядовая фракция i

νη  может опреде-
ляться как отношение дважды дифференциального коэффициента 
отражения частиц, находящихся в том или ином зарядовом состоя-
нии i или состоянии возбуждения электронной системы ν отле-
тающей частицы, к интегральному значению этого же коэффици-
ента, определенного  по всем зарядовым состояниям. Кроме того, 
зарядовой фракцией иногда считают отношение интегрального по 
энергиям числа частиц, рассеянных в заданном направлении в дан-
ном зарядовом состоянии, к суммарному по зарядам числу частиц, 
рассеянных в этом же направлении:  

/i iN NΣ
Ωη = . 

Кинематика в классическом представлении парного соударения 
падающих атомных частиц (характеризуемых атомным номером Z1 
и массой M1) с атомами вещества (Z2, M2) (рис. 2.66) дает следую-
щие значения энергии E1 рассеянной на угол ϑ1 частицы: 

 

2
1

1 0
1 2

2
2

22 2 1 2
1 1

1 1 1 0
cos sin ,

M
E E

M M

M M M M Q
M M M E

⎛ ⎞
= ×⎜ ⎟+⎝ ⎠

⎛ ⎞+⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟× ϑ ± − − ϑ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

 (2.9) 

где Q – неупругая часть потери энергии в единичном акте соударе-
ния.  

Энергия атома отдачи: 

 
( )

2
21 2 1 2

2 0 2 22
2 01 2

cos cos .
M M M M QE E

M EM M

⎛ ⎞+⎛ ⎞
= ϑ ± ϑ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟+ ⎝ ⎠⎝ ⎠

   (2.10) 

Как правило, неупругие потери энергии малы по сравнению с 
начальной энергией частицы Q/E0 << 1. При Q = 0 максимально 
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возможная потеря энергии налетающей частицей в парном соуда-
рении составляет: 

 
( )

1 2
2 0 02

1 2

4M M
E E E

M M
= ≡ ζ

+
.  (2.11) 

Выражения (2.9) 
и (2.10) определяют 
максимальную энер-
гию частиц, отра-
женных от поверх-
ности твердого тела 
(ТТ) или выбитых из 
него в результате 
однократного соуда-
рения с атомом сре-
ды, находящимся на 
ее поверхности (и 
поэтому часто ис-
пользуются при ана-
лизе атомного со-
става поверхности 
методами ионного 

рассеяния). Для вычисления Q при рассеянии на малые углы и при 
разнице атомных номеров взаимодействующих частиц не более 
чем в четыре раза используют полученную Фирсовым в приближе-
нии Томаса – Ферми формулу  

 ( )
( )

5/38
1 2 0

51/37
1 2 0

4,3 10

1 3,1 10

Z Z v
Q

Z Z R

−⋅ +
=
⎡ ⎤+ ⋅ +⎣ ⎦

,  (2.12) 

где  v0 – скорость  налетающей частицы, см/с;  Q  выражено в элек-
трон-вольтах; R0 – расстояние наибольшего сближения, см.  

Частицы, испытавшие больше одного соударения с атомами по-
верхности и отраженные на тот же угол, теряют энергии меньше, 
чем получается по соотношению (2.9). Если же энергии частицы 
достаточно, чтобы проникнуть в глубь вещества, то она рассеи-
вается в последовательности соударений с атомами среды и тормо-
зится, возбуждая электронные системы отдельных атомов или ТТ 
как целого, а также теряя энергию в упругих соударениях с отдель-

Рис. 2.66. Кинематика парного соударения  
в лабораторной системе координат 
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ными атомами среды или их ансамблями (многочастичное взаимо-
действие). Таким образом, отражение является многопараметрии-
ческой задачей, для решения которой применяются различные мо-
дельные представления, включая парные взаимодействия частиц; 
их торможение в непрерывной среде; многократные соударения, 
описываемые кинетическим уравнением; многочастичные взаимо-
действия, описываемые классической или квантовой механикой.  

В области низких энергий частиц, сравнимых с энергией связи 
атомов в решетке, часто используется метод молекулярной дина-
мики (МД), когда одновременно решаются уравнения движения 
падающей частицы и атомов среды, при больших энергиях эффек-
тивно приближение последовательных парных соударений (ППС). 
Оба подхода реализованы в доступных компьютерных кодах, на-
пример метод МД в доступном через Интернет коде SIMULATION 
KIT, а метод ППС в коде TRIM-95, SRIM, MARLOWE и др., в ча-
стности в разработанном в МИФИ коде SCATTER.  

 
Интегральные коэффициенты отражения 

 
Вероятность отражения растет по мере увеличения атомного 

номера мишени, уменьшения начальной энергии и угла рассеяния. 
Если энергию Е падающей частицы выразить в виде безразмерной 
энергии ε  в соответствии с выражением (1.53) из разд. 1.6, то зна-
чения RN для разных комбинаций легких ионов и мишеней и паде-
ния частиц по нормали к мишени по данным измерений разных 
авторов приближенно соответствуют некой «универсальной зави-
симости» (рис. 2.67). Приближенно RN можно найти по аппрокси-
мационной формуле: 

 RN = 0,19 – 0,237 log ε,     10 –3 < ε < 5.     (2.13) 
Одними из самых простых аппроксимаций, учитывающих также 

зависимость коэффициентов отражения легких ионов от угла паде-
ния частиц и справедливых в интервале 0,01 < ε < 1,0 с точностью 
~ 30 %,  являются следующие: 

 RN   ≈ exp (− 2,5 ε1/2 cos ϑ0)     (2.14а) 

 RE   ≈ 0,66 exp (− 2,3 ε1/2 cos ϑ0),   (2.14б) 
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Рис. 2.67. Зависимость коэффициента отражения частиц  от разных мате-
риалов (эксперименты) как функция безразмерной энергии ε. Сплошная 
кривая – компьютерное моделирование. Нижняя шкала соответствует 
энергии протонов, бомбардирующих  мишень из железа 

               
Рис. 2.68. Компьютерные расчеты по программе TRIM коэффициентов 
отражения  частиц  и  энергии в зависимости от отношения массы атома 
мишени М2 и налетающей частицы М1 при различных значениях энергии ε 
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Для более тяжелых налетающих частиц таких простых аппрок-
симаций нет, и значения этих величин удобнее всего получить из 
результатов компьютерного моделирования с помощью хорошо 
апробированных программ, например TRIM. Из результатов по-
добных вычислений (рис. 2.68), находя значение безразмерной 
энергии ε, можно определить значения RN и RE практически для 
любых комбинаций ион-мишень в случае падения налетающих 
частиц по нормали к поверхности. В качестве ориентировочной 
оценки значения RE (с 30 %-й точностью) можно использовать про-
стую аппроксимацию  RE ≈ (RN)2. 

В области энергий ниже 100 эВ экспериментальных данных 
весьма мало. Компьютерное моделирование с учетом дополнитель-
ной поверхностной энергии связи Еs ионов с атомами мишени 
предсказывает уменьшение коэффициентов отражения при энергии 
падающих частиц меньшей 3Es. Поэтому наличие на поверхности 
химически активных к падающим ионам компонентов может чрез-
вычайно сильно повлиять на значения RN и RE , которые в интерва-
ле нескольких электрон-вольт могут изменяться в зависимости от 
состояния поверхности на порядок по величине (рис. 2.69). 

 
 

Рис. 2.69. Коэффициенты отражения дейтерия от ниобиевой мишени: тре-
угольник  соответствует наименее чистой мишени, пустые кружочки – 
наиболее чистой, кривые – расчет по программе бинарных соударений 
SCATTER  при различных значениях энергии связи Es 

эксперимент 
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Для случая, когда масса налетающей частицы сравнима или 
больше массы атома мишени M1/M2 > 1, коэффициенты отражения 
даже в отсутствие химического сродства (Es = 0) при малых энер-
гиях (ε < 10–3 для M1/M2 ≥ 1) уменьшаются. 

Угловые распределения отраженных частиц меняются от коси-
нусоидального при облучении мишени по нормали к поверхности 
до близкого к зеркальному (рис. 2.70). 

 
Рис. 2.70. Энергетические спектры частиц, рассеянных на разные углы, и 
угловое распределение отраженных частиц при скользящем падении. Но-
мера спектров соответствуют направлению вылета частиц из мишени 
 

Аналитические теории, эксперимент и компьютерное моделиро-
вание показывают, что при M1/M2 << 1 закон отражения от гладкой 
поверхности достаточно быстрых частиц является универсальным 
со значением наиболее вероятного угла рассеяния ϑм, меньшим 
угла зеркального отражения ϑм ≈ 1,75α. Шероховатость изменяет 
закон отражения частиц, приближая его к диффузному. При малых 
энергиях и больших значениях M1/M2 база экспериментальных 
данных весьма ограничена, и основные сведения о характере угло-
вых распределений можно получить компьютерным моделирова-
нием. 

Энергетические распределения отраженных частиц определяют-
ся соотношением между сечениями торможения (упругого и неуп-
ругого) и рассеяния при столкновении налетающих частиц с ато-
мами среды. Сечения упругого и неупругого торможения по-
разному зависят от энергии (рис. 1.84, разд. 1.6), а сечение рассея-
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ния с ростом энергии всегда уменьшается. Поэтому энергетические 
спектры отраженных частиц зависят от атомных номеров атомов 
среды и налетающих частиц, их энергии, угла вылета из мишени 
(по отношению к первоначальному направлению их движения). 
При скользящих углах падения, больших атомных номерах мишени 
и падающей частицы, малых начальных энергиях частицы отража-
ются, не успев потерять заметную долю энергии внутри твердого 
тела и, наоборот, для легких ионов, мишеней с малым атомным 
номером, больших энергиях и углах отражения спектры сдвигают-
ся в область меньших энергий (см. рис. 2.70). При этом наиболее 
вероятная энергия отраженных частиц (соответствующая положе-
нию максимума в спектре) может на порядок и более отличаться от 
энергии падающих ионов.  

             
             Влияние параметров мишени на отражение 
 

Наиболее важным параметром, влияющим на кинетические ха-
рактеристики отражения, является топография поверхности: ее 
микроструктура и рельеф (шероховатость). Как показали экспери-
менты и компьютерное моделирование с разными моделями шеро-
ховатости, последняя мало влияет на параметры отражения при 
падении частиц по нормали к мишени.  

Измеренные и рассчитанные коэффициенты отражения отлича-
ются незначительно, за исключением случаев, когда рельеф по-
верхности сильно развит (как, например, на некоторых материалах, 
производимых путем вакуумного осаждения или специально под-
вергнутых обработке с целью создания глубокоразвитого рельефа). 
Следует отметить, что для сильноразвитого рельефа при падении 
пучка по нормали  коэффициенты отражения могут даже возрас-
тать по сравнению с гладкой поверхностью. В общем же случае 
наличие шероховатости приводит к более слабой зависимости RN и 
RE  от угла падения частиц. При наклонном падении частиц наибо-
лее сильно трансформируются угловые распределения отраженных 
частиц (рис. 2.71), в то время как форма энергетических спектров 
меняется незначительно. Следует отметить, различным типам 
рельефа соответствует свой закон отражения (зависимость наибо-
лее вероятного угла отражения от угла падения), поэтому предска-
зать заранее влияние того или иного типа рельефа на параметры 
отражения весьма затруднительно. 
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Рис. 2.71. Энергетические спектры отраженных частиц при облучении 
ионами аргона с энергией 1 кэВ: а – мишеней из различных материалов по 
нормали к поверхности; б – при различных углах падения на никелевую 
мишень (компьютерное моделирование) 
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Вторым по важности фактором является изменение состава по-
верхности за счет адсорбции атомов и молекул из газовой фазы, за 
счет имплантации бомбардирующих поверхность частиц, а также в 
результате обогащения поверхности при прогреве содержащимися 
в объеме материала примесями (рис. 2.72). 

 

 
Рис. 2.72. Отражение ионов D3

+ 0,3 кэВ от механически шлифованной 
мишени из вольфрама при разных углах падения пучка вдоль (черные 
кружки) и поперек (крестики) направления обработки  

 
2.7.2. Распыление 

 
Коэффициент распыления Y определяют как отношение числа 

распыленных атомов ТТ к числу бомбардирующих ионов (атомов). 
Коэффициент распыления зависит от атомного номера и массы ио-
нов, их энергии, угла падения, а также от материала и температуры 
мишени. Физическое распыление имеет место, если причиной рас-
пыления является кинетическая энергия бомбардирующих частиц. 
При этом рассматриваются три основных механизма: 

1) линейных каскадов атомных столкновений; 
2) прямого выбивания атомов мишени падающими частицами; 
3) термических пиков.  
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Таким образом, на величину коэффициента распыления влияет 
не только величина переданной атомам твердого тела энергии, но и 
вероятность их эмиссии с поверхности, что определяет характер-
ный вид зависимости Y(E) с максимумом и пороговой энергией, 
ниже которой распыление не происходит (рис. 2.73). 

Для расчета коэффициентов распыления применяется целый ряд 
компьютерных кодов, наиболее известные и доступные из которых 
TRIM.SP и TRIDYN; последний позволяет также учитывать изме-
нение стехиометрического состава мишени в процессе облучения и 
эффекты динамического перемешивания разных атомов под дейст-
вием ионной бомбардировки. Следует, однако, иметь в виду, что 
экспериментальные измерения коэффициентов распыления имеют 
большой разброс, поэтому моделирование описывает опытные 
данные с точностью до фактора 2. 

На рис. 2.73 приведены значения коэффициентов распыления 
никеля  ионами  различной  массы в зависимости от их энергии при 

 
Рис. 2.73. Зависимость коэффициентов распыления никеля от энергии для 
падающих по нормали ионов разной массы. Затемненные символы – ре-
зультаты расчета с помощью кода TRIM.SP 
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нормальном падении частиц на мишень. Видно, что если для пуч-
ков легких ионов даже в максимуме (при энергии порядка 1 кэВ) на 
каждые сто падающих протонов распыляется лишь один атом по-
верхности, то для тяжелых ионов коэффициент распыления может 
существенно превышать единицу, что и используется при травле-
нии материалов ионными пучками.  

Общий характер зависимости коэффициента распыления Y от 
параметров взаимодействия может быть выражен эмпирической 
формулой: 

 
2

1 1 2

2 1 2

20
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M Z ZEY
U M E Z Z

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞= ⋅ ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
,  (2.15)  

где энергия падающих частиц Е и энергия связи U поверхностных 
атомов выражены в электрон-вольтах (U, как правило, полагают 
равной энергии сублимации, отнесенной к одному атому). Макси-
мум Y имеет место при энергиях Еm ≈ 50Z1Z2 эВ. Для легких ионов 
(H, D, He) коэффициент распыления лежит в диапазоне 
Y (Em) ≈ 10−3 – 10−2

 ат./ион. Для тяжелых ионов Y (Em) достигает 
значений ≥ 10 ат./ион. 

Часто для определения Y используют формулу Бодански, кото-
рая хорошо описывает результаты измерений: 
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Здесь Sn(E0) – сечение упругого торможения (см. (1.57), разд. 1.6); 
Eth – пороговая энергия распыления; Q – множитель, который зави-
сит от М1, М2 и Eth. (см. прил. 2). В удобном для практического 
применения виде при E/Eth < 20 
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Порог распыления с точностью до множителя 2 может быть 
оценен из эмпирических соотношений:   

 
( )1th
UE =

ζ − ζ
    при    M1 ≤ 0,3 ⋅ M2 ,   (2.17а) 
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    при       M1 ≥ 0,3⋅M2 ,  (2.17б) 

где ζ определена в (2.11).  
Для легких ионов, попадающих на мишени с большим атомным 

номером, порог распыления определяется энергией, которая может 
быть  передана атому мишени 
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При малых энергиях вблизи порога коэффициент распыления 
Y(E) может быть аппроксимирован формулой: 
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Значение коэффициента распыления периодически меняется 
по мере увеличения атомного номера материала мишени (рис. 2.74)  

 

 
Рис. 2.74.  Зависимость коэффициента распыления от атомного номера 

мишени (для ионов Нe+ с энергией 400 эВ) 
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в силу зависимости Y от энергии связи U, которая периодически 
зависит от Z2 (см. прил. 2), минимуму U(Z2) соответствует макси-
мум Y(Z2). Значения Y минимальны для материалов из атомов с не-
заполненными электронными p- и d-оболочками: тугоплавких W, 
Re, Ta, затем Zr, Mo и Nb, при меньших Z2 для Ti, V и, наконец, С, а 
максимальны для Сu, Ag и Au.  

Для сплавов или соединений в формулах (2.15) – (2.19) в первом 
приближении можно использовать средние значения Z2 и M2, а в 
качестве энергии связи U брать энергию атомизации. В принципе, 
многокомпонентные материалы подвержены селективному распы-
лению, т.е. преимущественному распылению одной или несколь-
ких компонент. В стационарном же состоянии распыления, при ус-
ловии отсутствия сильной сегрегации диффузии из объема, состав 
поверхности должен соответствовать стехиометрическому составу 
мишени. Ситуация меняется в области энергий, близких к порогу 
распыления. В этом случае одна из компонент мишени может рас-
пыляться падающим пучком, в то время как для другой, сущест-
венно отличающейся по массе, энергия падающих частиц может 
оказаться ниже порога распыления. 

В процессе облучения происходит также насыщение поверхно-
стного слоя имплантированными атомами. В этом случае, напри-
мер, изначально однокомпонентную мишень можно рассматривать 
как двухкомпонентную с соответствующими парциальными выхо-
дами распыленных компонент. 

Одновременное облучение разными ионами (например, ионами 
дейтерия и 3-зарядными ионами углерода, что характерно для при-
стеночной плазмы термоядерных установок) дает весьма сложную 
картину распыления. Действительно, низкоэнергетичные ионы уг-
лерода вплоть до энергий, когда коэффициент самораспыления 
превысит единицу, осаждаются на мишени. Поэтому в зависимости 
от процентного содержания ионов С3+ в потоке падающих на ми-
шень частиц, а также их энергии и дозы облучения происходит 
рост слоя углерода либо эрозия мишени. 

С увеличением угла падения вплоть до θ0 ≤ 70° коэффициент 
распыления увеличивается приблизительно как 
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где ν меняется в зависимости от энергии и вида иона в интервале 
1 < ν < 2. После достижения максимального значения Ymax при 
θ0 ≈ 70 – 80° коэффициент распыления резко убывает из-за отраже-
ния ионов при скользящем падении на поверхность твердого тела. 
Отношение Ymax/Y0 , где Y0 − коэффициент распыления при θ0 = 0, 
тем больше, чем больше энергия иона (рис. 2.75) и меньше масса 
иона по сравнению с массой атомов мишени. Резкое увеличение 
коэффициента распыления при касательном падении необходимо 
учитывать в случаях, когда пучки частиц (ионов или перезарядив-
шихся нейтралов) могут бомбардировать элементы конструкции 
или ионно-оптической системы установки под малыми к поверхно-
сти углами, осаждение распыленных атомов на  изоляторах снижа-
ет их диэлектрические свойства. 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                                   Рис.  2.75.    Зависимость    коэффи- 
                                                                   циента распыления от угла падения 
                                                                   ионов:  а – при  энергиях 4 и 6 кэВ; 
                                                                   б – при более низких энергиях 
  
 
     Коэффициент физического распыления практически не зависит 
от температуры мишени вплоть до высоких температур Т > 0,7Тпл. 
Резкое увеличение коэффициента физического распыления при 
этих температурах связывают с тем, что распыляться начинают 
слабосвязанные междоузельные атомы. Такой процесс можно от-
нести к радиационно-ускоренной сублимации. 
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Рис. 2.76. Поверхность  мишени
поликристаллического образца
(W-0,04 % Mo) после облучения 
при Т = 1470 К ионами дейтерия 
низкой энергии в плазме с плот-
ностью потока 5 · 1021 м–2 с–1 при 
дозе облучения – 5 · 1025 м–2 

При повышенной темпера-
туре Т ~ 1000 оC (T ~ 0,3Tпл) мо-
жет также наблюдаться и подпо-
роговое распыление (распыление 
ионами с энергией меньше поро-
говой). Так, коэффициент рас-
пыления поликристаллического 
вольфрама при облучении иона-
ми дейтерия с энергией 5 эВ в 
плотной плазме оказался равным 
значению Y, характерному для 
ионов дейтерия с энергией 
250 эВ. При этом на поверхности 
у границ зерен наблюдалось об-
разование волнистой структуры 
(рис. 2.76). 
     Данный эффект объяснен по-
тенциальным распылением     
ионами слабосвязанных адсор-
бированных атомов вольфрама, 
которые при повышенной  температуре поступают на поверхность 
из пространства между зернами (в результате освобождения из ло-
вушек междоузельных атомов). Значительная концентрация на по-
верхности таких атомов связана с существенно большими значе-
ниями коэффициента их поверхностной диффузии по  сравнению с 
атомами решетки. Однако следует иметь в виду, что концентрация 
междоузельных атомов в  пространстве между зернами может за-
висеть от технологии изготовления материала. 
      Энергетический спектр распыленных частиц зависит от приро-
ды распыления. При физическом распылении наиболее вероятная 
энергия распыленных атомов соответствует ~ U, а высокоэнергети-
ческая часть простирается вплоть до максимальной переданной 
энергии, определяемой (2.11), уменьшаясь с энергией ~ E 

–2 
(рис. 2.77). Из рис. 2.78 можно видеть, что максимум энергии рас-
пыленных частиц сдвигается в низкоэнергетичную область при вы-
сокой температуре мишени (см. рис. 2.77, а) или при бомбардиров-
ке тяжелыми ионами. Это можно объяснить исходя из представле-
ний об образовании термического пика, когда смещенные из своих 
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положений атомы отдачи решетки твердого тела, сталкиваясь друг 
с другом, формируют некую локальную область высокой темпера-
туры. Такая модель справедлива при больших каскадах в мишени, 
когда коэффициент распыления Y > 10.  При этом Y перестает ли-
нейно зависеть от сечения упругого торможения (см. (2.16)):    
Y ∝ Sn

α, где α >1. 
      С увеличением энергии ионов, угла падения ионов и угла выле-
та средняя энергия распыленных атомов растет. При эмиссии под 
действием ионной бомбардировки слабосвязанных атомов или 
продуктов разложения химических соединений их энергетический 
спектр более узкий, чем при физическом распылении, и смещен в 
область низких энергий. 

 
а                                                  б 

Рис. 2.77. Энергетические спектры распыленных частиц золота при 
изменении температуры мишени (а) и массы бомбардирующего иона (б) 

 
    Угловое распределение распыленных атомов для энергий 
E > 1 кэВ подчиняется закону косинуса (см. рис. 2.78). При умень-
шении энергии (E < 1 кэВ) это распределение трансформируется с 
преобладанием количества атомов, распыленных ближе к поверх-
ности твердого тела. Для не слишком высоких энергий, при на-
клонном падении ионов, наблюдается преимущественное распыле-
ние в направлении, близком к зеркальному, все более доминирую-
щее по мере увеличения угла падения. 
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Рис. 2.78.  Полярные диаграммы распыленного вещества мишеней (Ni, Fe, 
Pt и Mo) при их облучении ионами ртути с энергией 100 – 1000 эВ по 
нормали к  поверхности  

 
Распределение по массам распыленных частиц (рис.2.79) зави-

сит от массы падающего иона.  С ростом М1 общее количество час-
тиц, распыляемых в виде кластеров, возрастает, как и максималь-
ная масса выбиваемого кластера. По мере роста числа атомов в 
кластере их средняя энергия быстро убывает. Так, если для распы-
ленных ионов вольфрама она спадает как E–2, то для димеров W2

+ 
энергетический спектр убывает как  Е–3, а для ионов W3

+ как E–4. 

 
Рис. 2.79. Распределение по массам продуктов распыления  
при облучении Ag мишени ионами Xe+ с энергией 15 кэВ 
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При возможности образования из бомбардирующих частиц и 
атомов мишени летучих соединений (как это, например, может 
происходить для водорода и углерода) возможно так называемое 
химическое распыление материала (рис. 2.80). 

 

 
Рис. 2.80. Эффективный коэффициент распыления графита под действием 

ионов водорода и гелия в зависимости от температуры мишени 
 
Как видно из рис. 2.80, для гелия коэффициент распыления до 

некоторой температуры постоянен, а затем начинает увеличиваться 
за счет радиационно-ускоренной сублимации. В случае же водоро-
да при температуре ~ 800 °C происходит интенсивное образование 
метана. Эрозия материала в этом случае, как всякая химическая 
реакция, имеет максимум при определенной для каждой пары 
взаимодействующих атомов температуре, однако значение этой 
температуры может зависеть от энергии бомбардирующих частиц 
(рис. 2.81) и плотности их потока. 

Как ясно из природы этого процесса, в отличие от физического 
распыления химическое распыление не имеет порога по кинетиче-
ской энергии частиц и наблюдается даже при тепловых энергиях 
падающих частиц, особенно если последние химически активны, 
как, например, атомарный водород или же радикалы. 

Так, коэффициент химического распыления графитов в водрод-
ной плазме (в стационарном режиме) может быть представлен в 
виде 

                             Ychem = Ysurf  + Ytherm (1 + DYphys), 
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Рис. 2.81. Выход метана как функция температуры при облучении  
графитовой мишени потоком плазмы с разной энергией частиц 

 
где Ysurf – коэффициент десорбции с поверхности образовавшихся 
на ней и потому слабосвязанных с ней углеводородов. Ysurf пропор-
ционален концентрации углеводородов на поверхности и коэффи-
циенту их физического распыления падающим потоком, член Ytherm 
определяется скоростью образования комплексов СН3 из промежу-
точных состояний углеродных атомов на поверхности с незапол-
ненными водородом связями. Эта скорость, в свою очередь, поми-
мо скорости собственно химической реакции зависит от сечений 
присоединения атома водорода к промежуточному состоянию ком-
плекса, а также от сечения образования молекулярного водорода и, 
соответственно, вероятности его термической десорбции. D – ко-
эффициент, зависящий от массы изотопа водорода, Yphys – коэффи-
циент физического распыления. Общий коэффициент распыления 
равен сумме Yphys и Ychem. 

Особое значение в эрозии материалов имеет их взаимодействие 
с кислородом, образующим химические соединения с большим 
числом конструкционных материалов и всегда в небольших коли-
чествах,  содержащимся  в  остаточной  атмосфере  установок. С 
одной стороны, оксиды металлов (Al2O3, W2O5, BeO и др.) 
 имеют значительно меньший коэффициент физического распыле-
ния, чем чистые металлы. С другой стороны, в отличие от физиче-
ского распыления, образование летучих соединений компонентов 
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облучаемого материала (например, типа СО или СО2 при облуче-
нии кислородом графита) резко увеличивает эрозию последнего 
(рис. 2.82), когда каждый попадающий на поверхность атом кисло-
рода приводит к эмиссии атома углерода. Для материалов (Мо, W, 
Be и др.), образующих с кислородом устойчивые соединения, ди-
намика распыления оказывается критически зависящей от наличия 
в камере кислорода и температуры как распыляемого материала, 
так и окружающих его элементов установки. 
 

 
Рис 2.82.  Распыление графита ионами и атомами кислорода  

в зависимости от их энергии в сравнении с физическим распылением 
 
2.7.3. Другие механизмы образования вторичных частиц 

под действием пучков 
 
Эрозия подвергающегося облучению пучками частиц материала 

может происходить и за счет других процессов. Прежде всего, это 
обычное испарение металлов или сублимация (для графита) при 
больших тепловых потоках, скорость такой эрозии можно найти в 
справочниках. При очень больших мощностях падающего на по-
верхность пучка ~ 100 МВт/м2 происходит плавление или возгонка 
материала, он может разбрызгиваться и разрушаться в виде макро-
скопических кластеров размерами от сотых долей до десятков мик-
рометров (рис.2. 83). В процессе взаимодействия мощного потока 
частиц из материала мишени образуется плотная плазма, частично 
экранирующая поверхность от падающего потока, при этом эрозия 
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материала может ослабевать во много раз. Эмиссия мелких зерен 
графита размером от 0,01 до 40 мкм под действием интенсивных 
тепловых потоков плазмы возможна из-за возникновения упругих 
термонапряжений в силу анизотропии упругих и тепловых свойств 
последнего, если напряжение между зернами превосходит предел 
прочности. Энергия упругой деформации, запасенная в зерне, пе-
реходит в его кинетическую энергию, придавая субмикронным 
частицам  скорость ~ 104 см/с.  Для частиц же больших размеров 
эта скорость в несколько раз меньше. 

 

 
Рис. 2.83. Частицы пыли, осевшие в базальтовом фильтре после облучения 

графита мощным потоком частиц 
 
К нетрадиционным механизмам эрозии относятся распыление 

электронами и неупругое (потенциальное) распыление, в том числе 
многозарядными ионами, макроскопическая деструкция материа-
лов при облучении пучками газовых ионов за счет трансформации 
поверхности в виде блистеринга и флекинга. 

В экспериментах с моноэнергетическими пучками ионов гелия 
на поверхности металлических мишеней после некоторых доз об-
лучения были замечены вздутия или блистеры (рис. 2.84).  

Появление их связано с тем, что при определенной концентра-
ции внедрившихся частиц в зоне торможения под поверхностью 
образуются газовые пузыри. Превышение в них давления над пре-
делом прочности оболочки твердого тела, ограничивающей такой 
газовый пузырь со стороны вакуума, приводит к  разрыву оболочки 
с освобождением внедрившегося газа. Тонкостенная (порядка глу-
бины пробега ионов) оболочка в отличие от массивного элемента 
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резко меняет теплопроводность материала на его поверхности. Под 
действием приносимой пучком мощности может происходить пе-
регрев этой оболочки и испарение. Для хрупких веществ разруше-
ние материала за счет накопления в нем газа происходит виде фле-
кинга, когда в отличие от пластичных материалов с поверхности 
слетает вся «крышка» сдерживавшего давление материала. 
 
 

 
Рис. 2.84. Поверхность нержавеющей стали после облучения ионами Не+  

с энергией 20 кэВ и дозой 1017см –2 (справа)  и 1018см -2 (слева) 
 
 

Следует также иметь в виду, что при нагреве поверхность на-
сыщенных газом электродов также может трансформироваться с 
образованием подповерхностных газовых пузырей. 

Из-за малой массы электрон может передать атому мишени 
лишь малую часть своей энергии (см. формулу (2.11)), поэтому 
эмиссия атомов возможна за счет других механизмов передачи 
энергии, например при образовании и распаде в кристаллическом 
твердом теле экситонов (пары связанных электрона и дырки). Ве-
роятность такого процесса довольно велика для щелочно-галоид-
ных кристаллов, энергетический порог распыления соответствует 
ширине запрещенной зоны, а максимум наблюдается при наиболь-
шем значении сечения ионизации (~ 300 эВ). 

Потенциальное распыление, например, адсорбированных ато-
мов медленными ионами связано с тем, что поле подлетающего 
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иона возбуждает электрон адсорбированного атома из основного 
состояния на отталкивательный терм, т.е. электрон за счет притя-
жения к налетающему иону переходит из положения между адсор-
бированным атомом и поверхностью в положение над адсорбиро-
ванным атомом.  

Многозарядные ионы широко используются как для исследова-
ния физики взаимодействия атомных частиц с поверхностью, так и 
в технологических целях. При ускорении электрическим полем та-
кому иону сообщается кинетическая энергия, пропорциональная 
его заряду. Одновременно такие ионы обладают большой потенци-
альной энергией, которая при взаимодействии передается конден-
сированному веществу. В зависимости от скорости и заряда такого 
иона при его подлете к поверхности внешние электронные оболоч-
ки быстро заполняются, образуя так называемый “полый 
атом/ион”. Последующая релаксация электронов в основные со-
стояния по оже-механизму приводит к эмиссии энергетичных элек-
тронов и возбуждению электронной подсистемы твердого тела с 
последующим образованием дефектов и эмиссией атомов. Кроме 
того, попадание в мишень иона с большим зарядом приводит к рез-
кому увеличению удельных потерь энергии, что может проявляться 
в существенном возрастании (на 3 порядка в пересчете на один па-
дающий атом) коэффициента распыления, и к увеличению доли 
кластерных частиц. 

Следует также иметь в виду, что после бомбардировки ионными 
пучками происходит трансформация рельефа поверхности, по гра-
ницам зерен распыление более интенсивно, поэтому происходит 
неоднородное травление. Более того, в некоторых случаях рельеф 
поверхности приобретает совершенно экзотический вид с образо-
ванием на нем конусов или пирамид (рис. 2.85). При наклоном по-
падании пучка на поверхность материала при больших дозах обу-
чения может образоваться крайне неоднородный рельеф в виде 
ориентированной вдоль пучка «щетины». 

Такого ряда рельеф резко изменяет эмиссионные свойства по-
верхности, снижает электрическую прочность элементов ионной 
оптики за  счет возникновения полевой эмиссии электронов с ост-
рий.  
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                              а                                                            б 
Рис. 2.85. Трансформаия рельефа поверхности при облучении пучком    
ионов: а – формирование конусов на поверхности грани (852) серебра при 
наклонной бомбардировке ионами Ar+  c энергией 10 кэВ; б – то же при 
облучении поверхности (1131) никелевой мишени ионами Ar+  c энергией 
25 кэВ 
 

2.7.4. Радиационно-стимулированная десорбция 
 
Радиационно-стимулированная десорбция происходит под дей-

ствием различных компонентов волнового и корпускулярного из-
лучения плазмы. Количество десорбированных атомов или моле-
кул    в  расчете  на  падающую  частицу  (или  квант)  называется  
коэффициентом радиационно-стимулированной десорбции γ  
(табл. 2.4).   
  Таблица 2.4   

Коэффициенты γ для различных частиц и квантов 
 

Вид излучения 
Значение коэффици-
ента γ для десорбции 
молекул водорода 

Значение γ для десорбции 
примесей с поверхности 
нержавеющей стали 

Ионы водорода,  
быстрые нейтраль-
ные атомы  

γi ~ 1 2 

Электроны γe = 5⋅10–3-10–4 5⋅10 –4 
Электромагнитное 
излучение 

γhv = 3⋅10–5 – 10–8 4⋅10 –4 

 
Приведенные в среднем столбце табл. 2.4 значения весьма при-

близительны и могут колебаться в широких пределах не только в 
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зависимости от энергии частиц и угла падения на поверхность, но 
также и от ее состояния и степени покрытия адсорбированными 
молекулами и атомами. 

Поток десорбируемого газа Qi при известном значении γ и пото-
ке частиц на стенку Гi в вакуумных единицах равен Qi = γ (kT) Гi . 
При определении десорбции газа  под действием электромагнитно-
го излучения поток на стенку удобно представлять как отношение 
полной мощности потерь на излучение Pr к средней энергии кванта 
<hν>:              

Qhν = γhν (kT)Pr/<hν>. 
 

Аналогично, поток газа, десорбированного под действием элек-
тронов, равен отношению потерь с электронами Pe к средней энер-
гии электрона <Ee> :                                                            

Qe = γe (kT)Pe/<Еe>. 
 

Как следует из табл. 2.4, основным десорбирующим фактором 
являются наиболее тяжелые частицы – ионы и быстрые нейтралы. 
Поток десорбции при этом формируется: 

1) из атомов, выбитых непосредственным ударом налетающей 
частицы; 

2)  атомами, отраженными от более глубоких слоев вещества; 
3) распыленными атомами твердого тела, вылетающими из 

твердого тела в вакуум. 
Сечение десорбции равно сумме сечений всех трех перечислен-

ных выше процессов σ1 ÷ σ3, соответственно, σΣ = σ1 + σ2 + σ3. За-
висимость σΣ от параметров облучения определяется зависимостью 
σ1÷σ3 от массы и энергии налетающей частицы (рис. 2.86).  

Составляющие ионно-стимулированной десорбции σ1 и σ2 с 
ростом энергии падают, так как при этом уменьшается сечение уп-
ругого взаимодействия, а σ3 , согласно описанным выше законо-
мерностями распыления, имеет вид кривой с максимумом, который 
с ростом массы налетающей частицы растет по абсолютной вели-
чине и смещается в область все более высоких энергий. В итоге, 
зависимость суммарного сечения десорбции от энергии будет от-
личаться для падающих частиц различной массы из-за разного от-
носительного вклада приведенных выше составляющих. Легкие 
ионы лучше отражаются, но хуже распыляют, чем тяжелые, а  бо-



 286

лее тяжелые ионы лучше десорбируют, так как для них выше ко-
эффициент распыления. С ростом массы адсорбата и массы атомов 
подложки (адсорбента) сечение десорбции также увеличивается 
(рис. 2.87). 

 

   
Рис. 2.86. Зависимость от энергии 
различных составляющих ионно-
стимулированной десорбции: σ1 − 
выбивание прямым ударом; σ2 − 
отраженным потоком; σ3 − распы-
ленными атомами 

Рис. 2.87. Коэффициент ион-
но-стимулированной десорб-
ции различных молекул
ионами аргона в зависимости 
от их энергии 

 
Энергия связи адсорбата на поверхности подложки U сильно 

влияет на сечение десорбции: σ ~ U−1. Так, для слабосвязанных 
слоев (например, конденсированных на криопанелях газов) коэф-
фициент ионно-стимулированной десорбции может составить 102 
для примесей (Ar, N2, СО) и 104 для водорода. Увеличение угла па-
дения частиц приводит к возрастанию сечения десорбции, и при 
углах падения около 60° – 70° наблюдается максимальная десорб-
ция, в несколько раз превышающая величину десорбции при паде-
нии частиц по нормали к поверхности. Угловые распределения де-
сорбированных частиц практически не изучены. 

Что касается закономерностей десорбции, стимулированной 
электронами и фотонами, то они во многом определяются релак-
сацией возбуждения электронных систем адсорбированных на по-
верхности частиц (вызванного падающими из плазмы частицами и 
квантами). Сечения таких процессов в отличие от десорбции, свя-
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занной с передачей адсорбированным атомам кинетической энер-
гии падающих частиц (см. рис. 2.86), имеют намного меньшие се-
чения (порядка 10–18–10–25 см2). Десорбция в данном случае проис-
ходит за счет передачи потенциальной энергии отталкивающихся 
частиц, если в результате возбуждения система адсорбированный 
атом – твердое тело переходит в антисвязанное состояние. 

Вероятность такой десорбции Wd зависит от скорости электрон-
ных переходов R (x) ≈ A exp (– ax) между частицей и поверхностью 
и определяется изменением заселенности антисвязанных состояний 
N (x) cо временем: 

 dN(x)/dt = − N(x)R(x), 

откуда  ( )
( )

expd
R x dxW

v x
⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ . 

В предположении, что в начальный момент (при x = x0) десор-
бируемая частица покоилась, для вероятности десорбции справед-
ливо выражение: 

 Wd ≈ exp{−MA a1/2[exp(−ax0)]Fr
1/2 cosθ},   (2.21) 

где М – масса частицы; Fr = −dU/dr  − сила, создаваемая потенциа-
лом отталкивания; θ − угол между вектором скорости десорби-
рующейся частицы и нормалью к поверхности. 

Приведенное выражение качественно описывает наблюдаемые 
экспериментально закономерности данного вида десорбции, а 
именно: преимущественное направление десорбции по нормали к 
поверхности; сильный изотопический эффект (большая вероят-
ность десорбции более легких изотопов); малую вероятность вы-
званной электронными переходами десорбции атомов с металличе-
ских поверхностей (в силу большого значения величины А для ме-
таллов). 

При электронном возбуждении данного вида десорбции харак-
терно наличие порога при начальной энергии электронов 
 5÷40 эВ, потом скорость десорбции достигает максимума при 
энергии ~ 100 эВ, а затем с ростом энергии электронов спадает. 

Энергетическое распределение десорбированных частиц, обла-
дая максимальным значением в области единиц электрон-вольт, 
имеет быстро спадающий "хвост", который тянется вплоть до энер-
гий, определяемых кинематикой парного соударения (первично 
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выбитые атомы). При десорбции, вызванной электронными пере-
ходами, энергетические распределения весьма узкие с наиболее 
вероятной энергией меньше 1 эВ. Ширина и положение максимума 
спектра зависят от энергии связи частиц с поверхностью твердого 
тела, для хемосорбированных частиц энергия десорбированных 
частиц больше, чем для случая физической сорбции (рис. 2.88). 

 
 

 
Рис. 2.88. Энергетическое распределение нейтральных частиц,  

десорбированных с грани (001) рутения электронами с энергией 250 эВ 
 

2.7.5. Зарядовые фракции отраженных  
или распыленных частиц 

 
Электрически заряженный компонент отраженного потока час-

тиц и распыленных падающими частицами ионизованных атомов 
твердого тела определяется сортом и энергией первичных частиц и 
электронным строением поверхности. При этом ввиду большого 
сечения электронного обмена между налетающей частицей и кон-
денсированной средой первоначальный заряд падающей частицы 
(за исключением многозарядных ионов) оказывается несуществен-
ным.  
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Выход отраженных или вторичных (в случае распыления) ионов 
Рi есть отношение полного числа ионов к суммарному по зарядам 
числу вылетевших из мишени частиц.  

Зарядовые фракции отраженных частиц ηi  сильно зависят от 
энергии, с которой они покидают поверхность твердого тела. С 
увеличением энергии доля положительно заряженных ионов воз-
растает, а для отрицательно заряженных ионов наблюдается мак-
симум при некоторой энергии (рис. 2.89). 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 2.89. Положительные (а) и от-
рицательные (б) зарядовые фракции 
отраженных частиц  как функция их 
энергии при касательном падении 
протонов на мишени из различных 
материалов (α = 5°, δ = 20°) 

 
В некоторых задачах пучковой электроники возникает необхо-

димость зарядового преобразования пучка. С этой целью исполь-
зуют газовые мишени или сверхтонкие фольги, при прохождении 
которых частицы теряют мало энергии, но меняют свой заряд в 
процессах захвата и потери энергии. Так, динамика изменения по-
ложительно заряженной фракции η+ (т.е. отношения числа положи-
тельно заряженных частиц к суммарному по зарядам числу частиц) 
двухкомпонентного пучка, состоящего, например, из положитель-
ных ионов и нейтральных атомов (что соответствует η+ + η0 = 1) 
вдоль направления распространения z в мишени, описывается оче-
видным уравнением: 

 0
п п

η η ηd
dz

+
+= σ − σ = п з(1 η )+σ − − σ , (2.22) 
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где пσ  – сечение потери электрона нейтральным атомом; зσ  – се-
чение захвата электрона положительным ионом. Решение этого 
уравнения дает следующую зависимость положительной фракции 
пучка от пройденного в мишени пути z: 
 

 п
п з

п з 0

σ
η 1 exp (σ σ )

σ σ

z
ndz+ ⎧ ⎛ ⎞⎫⎪ ⎪= + − +⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟+ ⎪ ⎪⎩ ⎝ ⎠⎭
∫ . (2.23) 

 

На бесконечности зарядовая фракция оказывается лишь функцией 
соотношения зависящих от энергии сечений пσ  и зσ , таким обра-
зом, при достаточно «толстой» (( пσ + зσ ) nl >>1) мишени зарядо-
вый состав пучка будет определяться только энергией частиц, что 
соответствует равновесному зарядовому составу.  

Равновесное распределение по зарядам для ионов водорода в 
диапазоне энергий от 1 кэВ до 1 МэВ при перезарядке на газовых и 
твердотельных мишенях показано на рис. 2.90. Видно, что в пучке 
помимо положительных ионов и нейтральных частиц также при-
сутствует и отрицательная фракция, которая при высоких энергиях 
становится пренебрежимо малой. При энергии выше примерно 
100 – 200 кэВ основную долю (более 90 %) прошедшего пучка со-
ставляют положительные ионы, а при энергии выше ~ 400 кэВ ней-
тральной фракцией можно пренебречь. Следует иметь в виду, что 
процессы зарядового обмена на поверхностях ускорительных сис-
тем, которые, как правило, находятся в равновесии со средой оста-
точного газа, процессы равновесной зарядовой фракции имеют те 
же значения, как и для фольг, покрытых адсорбированным газом. 
Поэтому, зная параметры отражения частиц – угловое и энергети-
ческое распределения (или вычислив их с помощью доступных 
компьютерных кодов), по  приведенным на рис. 2.89 – 2.91 кривым 
можно определись, какое количество частиц пучка отразится в виде 
нейтральных атомов, какая доля останется в ионизованном состоя-
нии (либо дополнительно захватит электрон и превратится в ион  
H–). Для гелия возможно отражение в виде двухзарядных ионов 
H++, доля которых быстро растет с энергией и в МэВ-ном диапазо-
не может составлять доминирующую часть отраженного потока. 
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E, кэВ 
Рис. 2.90. Равновесное распределение по зарядам для пучка ионов водо-
рода в диапазоне 1 – 1000 кэВ, прошедших через «равновесную» газовую 
мишень в камере обдирки, наполненной водородом или азотом, а также 
через фольгу, покрытую сорбированным газом  

 
 
 
 
 

Рис. 2.91. Зарядовые фрак-
ции пучка после прохожде-
ния ионов водорода и гелия 
через углеродные фольги 
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Более точные оценки зарядовых фракций при отражении от 
элементов вакуумных камер или электродов ускоряющей системы 
для диапазона 0,5 – 40 кэВ можно получить из рис. 2.91. 

Для положительной зарядовой фракции ионов водорода в этом 
диапазоне энергий может быть применена очень простая аппрок-
симация: 

 η+ ≈ 0,08 E кэВ. (2.24) 
 

Для углеродной фольги толщиной d положительную зарядовую 
фракцию частиц, попадающих в нее с начальной энергией Е, мож-
но также найти из выражения: 

 
0,03

η
1 0,03

i out

out

E
E

=
+

, (2.25) 

где  
231,6 10

out
dE E

A

−⎛ ⎞⋅= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ,   E < 25 кэВ. 

Здесь Е – энергия частиц перезарядки; Еout – энергия ионов после 
выхода из мишени; A = 1 для водорода и A = 2 для дейтерия; d вы-
ражено в Ǻ, энергия в кэВ. Следует иметь в виду, что величины 
зарядовых фракций для различных изотопов одного и того же эле-
мента одинаковы при равных скоростях частиц. 

При отражении от поверхности твердого тела ионов или атомов, 
имеющих высокий потенциал ионизации, в спектрах частиц, отра-
женных в виде ионов, формируется так называемый «поверхност-
ный пик» (см. рис. 2.88). Его относительная величина сильно зави-
сит от энергии частиц и возрастает по мере ее уменьшения. Этот 
пик связан с тем, что для частиц, испытавших однократное (или 
близкое к одногранному) соударение с атомами твердого тела, рав-
новесное зарядовое распределение устанавливаться не успевает. 
Положение этого пика на энергетическом спектре близко к поло-
жению, определяемому кинематикой парного соударения атомных 
частиц (см. формулу (2.9)). 

 Зарядовые состояния в пике однократного рассеяния определя-
ются в основном электронными переходами  в системе квазимоле-
кулы – рассеивающаяся частица – атом мишени.  Так, в отличие от 
водорода, при рассеянии, инертных газов частицы, испытавшие 
однократное рассеяние, имеют существенно большее значение по-
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ложительно заряженных фракций, нежели частицы, отраженные от 
более глубоких слоев мишени (рис. 2.92).  При скользящем паде-
нии на мишень (ситуация типичная для пучковых экспериментов) 
ионов с высоким потенциалом ионизации, когда частицы не успе-
вают глубоко проникать в мишень, велика вероятность сохранения 
заряда первичных ионов в отраженном потоке частиц. 

 

 
                                      а                                                         б 
Рис. 2.92. Энергетическая зависимость положительной зарядовой фракции 
ионов He+ (а) и энергетических спектров суммарного по зарядам потока 
отраженных частиц по сравнению с ионной фракцией (б) при отражении 
от никелевой мишени при разных начальных энергиях частиц 
 

Таким образом, именно «поверхностный» пик в зарядовой фрак-
ции, а не кинематически формируемый пик суммарного по зарядам 
потока отраженных частиц, ответственен за высокую чувстви-
тельность и разрешающую способность при анализе поверхности 
твердых тел по ионному рассеянию. 

Для молекулярных пучков ионов с энергиями много больше 
энергии связи в молекулярном ионе при взаимодействии с поверх-
ностью твердого тела происходит практически полная их диссо-
циация. Однако при скользящем падении на мишень, когда попе-
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Рис. 2.93. Энергетический спектр
после рассеяния ионов D3

+ с энер-
гией ~ 5 кэВ от мишени из золота 
(α = 5°, θ = 10°) 

речная к ее поверхности состав-
ляющая скорости существенно 
уменьшается,  возможно выжи-
вание как самого молекулярного 
иона, так его фрагментов 
(рис. 2.93). Энергия фрагмента 
пропорциональна его массе. До-
ля нераспавшихся фрагментов 
растет с уменьшением попереч-
ной энергии и увеличением 
атомного номера материала ми-
шени. Спектры нераспавшихся 
фрагментов достаточно узкие, 
так как именно малые потери 
при соударении с поверхностью 
обеспечивают их выживание, а 
энергетический спектр фрагмен-
тов диссоциации (спектр D+ на 
рис.2.93) получает дополнитель-
ное уширение за счет потеряв-
ших электрон составляющих 
молекулу ионов. Это уширение легко вычисляется  при переходе из 
системы центра масс в лабораторную систему координат: 

 д cosE EEΔ = ± χ , (2.26) 
где дE  – энергия диссоциации молекулярного иона; χ – угол между 
осью молекулы и направлением пучка. 

При облучении молекулярными ионами с высокой скоростью 
v > v0  тонких пленок с малой концентрацией свободных электро-
нов, так что экранирование поля молекулярного электрона движу-
щейся в веществе мишени молекулы оказывается слабым, наобо-
рот, по мере увеличения энергии вероятность выживания молеку-
лярного иона возрастает. 

При анализе потоков отраженных частиц, особенно их ионизо-
ванной части, необходимо принимать во внимание присутствие в 
них быстрых первично выбитых атомов отдачи. Их энергия опре-
деляется выражением (2.10). В случае бомбардировки тяжелыми 
ионами и особенно при углах, когда в силу кинематики соударения  
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Рис. 2.94.  Энергетические
спектры ионов отдачи при
облучении кремниевой  ми-
шени ионами Ar+ c энергией 
7,8 кэВ; α = 40°,  θ = 45° 

однократное рассеяние более тяжелых ионов от легких атомов ми-
шени запрещено условием  

θ < θmax = arcsin (М2/М1),      (2.27) 
поток покидающих твердое тело 
энергетичных частиц может содер-
жать значительное число ионизи-
рованных атомов отдачи (рис. 2.94) 
(наряду с частицами, рассеянными в 
результате кратных и многократных 
соударений). Зарядовые фракции при 
отражении низкоэнергетичных ионов 
зависят от соотношения потенциалов 
ионизации (а также энергии возбуж-
денных уровней) и работы выхода 
поверхности. Для ионов водорода 
(см. рис. 2.89) и инертных газов с 
энергиями меньше 1 кэВ отражение 
от поверхности сопровождается 
практически полной их нейтрализа-
цией. Лишь в случае присутствия в 
системе щелочных элементов заря-
женные фракции отраженных частиц 
могут составлять заметную величину 
(табл. 2.5). 

 

Таблица 2.5 
Зарядовая фракция отраженных от W-мишени при энергии 560 эВ 
различных щелочных ионов Pr

+ (в %) и коэффициент поверхностной 
ионизации, рассчитанный по формуле Саха – Ленгмюра 

 

Заряженные фракции Cs+ Rb+ K+ Na+ 
Pr

+ 
αT

+ 
100 
100 

69 
92 

64 
74 

57 
0.5 

 
С другой стороны, если работа выхода поверхности мала или 

специально понижена за счет покрытия атомами с низким потен-
циалом ионизации, при отражении атомов, имеющих сродство к 
электрону (H, O, C и др.), значительно возрастает доля отрицатель-
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ных ионов. Эта доля зависит от скорости отлетающей частицы, уг-
ла вылета и работы выхода поверхности и в некоторых случаях 
может превышать несколько десятков процентов (рис. 2.95). Этот 
эффект используется не только в источниках отрицательных ионов, 
но и может быть применен для формирования пучков отрицатель-
ных ионов при отражении положительных ионов от таких поверх-
ностей. 

 
 
 
 
Рис. 2.95. Изменение значения 
выхода ионов Н− (в процентах к 
падающему пучку), а также рабо-
та выхода поверхности W-
мишени при нанесении на нее 
атомов цезия (по оси абсцисс 
отложено число импульсов на-
пыления) 

 
Если скорость эмитированных с поверхности твердого тела 

атомных частиц превышает тепловую, то движение частицы у по-
верхности приводит к ряду особенностей электронных переходов, 
влияющих на их зарядовое состояние. Во-первых, на движущуюся 
вблизи мишени с большой концентрацией свободных электронов 
заряженную частицу действует сила зеркального изображения  

Fm = − Z1e2/x2, 
которая изменяет положение электронных уровней в атоме: сдви-
гает их вверх для незанятых уровней и сдвигает их вниз для уров-
ней электронного сродства (рис. 2.96). Во-вторых, при приближе-
нии к поверхности в силу принципа неопределенности Гейзенберга 
уровень расширяется. Поэтому скорость наиболее вероятных резо-
нансных переходов между электронами мишени и уровнями дви-
жущейся частицы оказывается функцией как распределения запол-
ненных и свободных состояний в твердом теле и вылетающем из 
него атоме, так и величины направления скорости последнего от-
носительно поверхности. Для формирования зарядовых фракций 
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важно также соотношение между временем электронного перехода 
и временем взаимодействия атомной частицы с твердым телом. В 
подавляющем большинстве случаев для вторичных ионов справед-
лива экспоненциальная зависимость зарядовой фракции от нор-
мальной к  поверхности составляющей скорости атома: 

η+ ~  exp (− v0   / v⊥). 
 

 
 
 
 
 
 
Рис. 2.96.  Диаграмма, иллюст-
рирующая различные элек-
тронные переходы между ато-
мом и поверхностью твердого 
тела: 1 − оже-переход;  2 − ре-
зонансный туннельный пере-
ход; 3 − переход электрона с 
уровня сродства атома 
 

 
Для решения задач изменения зарядового состояния частиц при 

резонансном взаимодействии с электронной системой металла раз-
работан метод распространения волновых пакетов.  Сущность ме-
тода состоит в исследовании эволюции волновой функции элек-
трона, принимающего участие в процессе электронного обмена. 
Полагают, что эволюция волнового пакета происходит под дейст-
вием суперпозиции потенциала атомного остова Va  и потенциала 
поверхности Vs. Эволюция во времени волновой функции участ-
вующего в переносе заряда электрона находится из решения неста-
ционарного (зависящего от времени) уравнения Шредингера: 

idΨ/dt = {Wk + Va + Vs}Ψ(r, t), 
а процесс распространения волновой функции электрона со време-
нем описывается оператором эволюции U(t)  
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Ψ (r, t + Δt) = U (Δt) Ψ (r, t), 
 

где U(Δt) = exp (– iHΔt), а H – гамильтониан системы. 
Как правило, для чистых металлических поверхностей выход 

положительных ионов мишени P+ мал: 10–2 < P+ < 10–4, однако на-
личие на поверхности электроотрицательных элементов (например, 
кислорода) может увеличить значение P+ на 2 – 3 порядка 
(табл. 2.6). 

Энергетическое распределение вторичных ионов есть суперпо-
зиция распределения по энергии суммарного по зарядам потока 
распыленных атомов и вероятности их вылета в том или ином за-
рядовом состоянии, поэтому оно обычно уже спектра распыленных 
нейтралей.  

Таблица 2.6 
Выход вторичных ионов (P+⋅103)  при бомбардировке 

 чистой и оксидированной поверхности ионами Ar+ с энергией 3 кэВ 
 

Мишень Al Ba Cu Fe Mg Mo Ni Si W 

Чистая по-
верхность 7 0,2 0,3 1,5 10 0,65 0,6 8,4 0,09 

Оксиди-
рованная 

поверхность 
700 30 70 350 900 400 45 580 35 
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Глава 3. ФОРМИРОВАНИЕ ПОТОКОВ  
ЗАРЯЖЕННЫХ ЧАСТИЦ 

 
 

3.1. Движение заряженных частиц  
в однородном электрическом и магнитном полях 

 
3.1.1. Траектории заряженных частиц  

в однородном электрическом и магнитном полях 
 
Уравнение движения для частицы в электрическом и магнитном 

поле: / ( / )[ ]mdV dt qE q c VH= +
G G G G

, где m, q, V
G

 – масса, заряд, скорость 
заряженной частицы соответственно; E

G
 – напряженность электри-

ческого поля; H
G

– напряженность магнитного поля. Уравнение 
движения записано в гауссовой системе (присутствует множитель 
1/c), где с = 3 ⋅ 1010 см/с (скорость света). Соотношение величин в 
различных системах приведено в табл. 3.1. 

Таблица 3.1 
Соотношение величин 

 

Система Си Гауссова 
Закон Кулона 1 2

2
0

1
4

q qF
r

=
πε

  [F] мH, 

ε0 =
7

2
10
4 cπ

= 0.885 ⋅ 10–11Ф/м 

1 2
2 ,q qF

r
=  

[F] = дин, 
1 Н = 105 дин 

Электричеcкий 
заряд 

[q] = Кл. 
Заряд электрона  
e = 1,6 ⋅ 10–19 Кл 

[q] = СГСЭ – ед. заряда, 
1 Кл = 3 ⋅ 109 , 

СГСЭ – ед. заряда 
Напряжен-
ность электри-
ческого поля 

E = F/q 
[E] = В/м 

E = F/q, 
[E] = СГСЭ ед., 

1 СГСЭ ед. = 3 ⋅ 104 В/м 
Электрический 
ток 

[I] = А [I] = СГСЭ – ед. заряда, 
1 А = 3 ⋅ 109, 

СГСЭ – ед. заряда 
Напряжен-
ность магнит-
ного поля 

H = I/(2R), 
[H] =А/м 

H = 2πI/(cR), 
[H] = Э, 

1 А/м = 4π ⋅ 10–3 Э 
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Окончание табл. 3.1 
 

Система Си Гауссова 
Магнитная  
индукция 

B = μ0μH, 
μ0 = 4π ⋅ 10–7 – магнитная  

постоянная, 
[В] = Тл 

 

B = μH, 
μ – магнитная прони-
цаемость среды (в ва-
кууме μ = 1), [μ] = Г/м 
[B] = Гс, 1Тл = 104Гс 

 
Энергия, приобретаемая заряженной частицей в ускоряющей 

разности потенциалов ΔU: W = qΔU. В физике плазмы в качестве 
единицы энергии используют 1 эВ (электрон-вольт), равный энер-
гии, которую приобретает электрон, ускоренный в разности потен-
циалов 1 В:  1 эВ = 1,6 ⋅ 10–19 Дж. 

Скорость электрона : eV
G

 [cм/c] = 2 e

e

W
m

= 5,93 ⋅ 107
 [эВ]eW . 

Скорость иона : iV
G

[cм/c]
2 i

i

W
m

= = 1,39 ⋅ 106  [эВ]
 [а.е.м.]
i

i

W
m

. 

 
Однородное ускоряющее электрическое поле 

 
Ускорение вдоль поля (электронная пушка). Рассмотрим ускоре-

ние электронов в однородном электрическом поле (рис. 3.1). Тра-
ектория электрона описывается уравнением: em x eE=��  (по-
прежнему e – модуль заряда электрона), 

тогда 0

.
e

eEx t W
m

= + , где 
2

0
0 2

em V
W =  – 

начальная энергия электрона. Будем 
считать, что электроны выходят с катода 
с нулевой начальной скоростью 0( 0)V = . 
Это предположение оправдано, так как 
начальная энергия термоэлектронов, как 
показано ранее, равна к2kT , где кT  – 
температура катода, которая не может 
быть более 4000 К. 

Рис. 3.1. Схема  
электронной пушки в 

нерелятивистском случае 
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Учитывая, что температура в 11600 К соответствует 1 эВ, следо-
вательно, начальная энергия не более 0,3 эВ. Прикладываемое ус-
коряющее напряжение, как правило, более 100 В, следовательно, 
начальная энергия электронов пренебрежимо мала по сравнению с 
приобретаемой в ускоряющем электрическом поле к( )aeU kT>> . 

Зависимость координаты от времени: 21
2 e

eEx t
m

= . Приобретаемая 

электроном энергия 
2

к 2 12 a
mVW eE x e eU= = Δ = ϕ − ϕ = . 

 

Ускорение при старте под углом к по-
лю. Рассмотрим случай, когда начальная 
скорость электрона 0V

G
, влетающего в 

промежуток с ускоряющим электрическим 
полем, не пренебрежимо мала и направле-
на под углом к полю (рис. 3.2). Система 
уравнений для траектории частицы имеет 
вид: 

0

2
0

sin ;
1 cos .
2 e

x V t
eEy t V t
m

= α ⋅⎧
⎪
⎨ = + α ⋅⎪⎩

 

Выразив время из первого уравнения системы и подставив во вто-
рое, получим уравнение для траектории:  

 ( )
2

2
0

1 cos
2 sinsine

eE xy x x
m V

α= +
αα

.  (3.1)  

Соотношение (3.1) описывает квадратичную зависимость. Сле-
довательно, траектория будет параболой, положение вершины ко-

торой зависит от угла влета α. При 
2
πα =  ( ) 2

2
02

eEy x x
mV

=  – вер-

шина параболы в точке старта. 

Рис. 3.2. Ускорение  
под углом к полю 
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Однородное тормозящее электрическое поле 
 

Рекуператор энергии. Электронный пу-
чок, который до этого был ускорен до неко-
торой энергии и выполнил некоторую 
функцию (например, пропущенный через 
плазмохимический реактор), направляется в 
систему торможения (рис. 3.3). Такая сис-
тема торможения, получившая название 
рекуператора энергии, имеет техническое 
применение, когда необходимо преобразо-
вать кинетическую энергию заряженных 
частиц в потенциальную (рекуперировать), 
вернув ее таким образом в накопитель. 
Электроны влетают в промежуток с некоторой начальной энергией 

к0 0W eU= , где 0U  – потенциал, в котором электроны были уско-
рены до входа в систему торможения. По мере движения к коллек-
тору электроны теряют скорость, «забираясь» на все поле «высо-
кий» потенциал, придя на коллектор, электроны отдают свой заряд 
в накопитель. Для того, чтобы электроны полностью потеряли ки-
нетическую  энергию  и  пришли  на  коллектор  с  нулевой  скоро-
стью, необходимо, чтобы тормозящий потенциал был равен 

к0
2 1a

W
U

e
= ϕ − ϕ = . 

Торможение и фокусировка под углом к электрическому полю. 
Рассмотрим торможение под углом к полю (рис. 3.4). Траектория 
будет описываться зависимостью, ана-
логичной (3.1), с той лишь разницей, что 
электрическое поле имеет противопо-

ложный знак: ( )
2

2 2
0

1
2 sine

eE xy x
m V

= − +
α

 

ctg x+ α , т.е. траектория тоже является 
параболой, но ее ветви направлены вниз. 
Положение вершины параболы опреде-
ляется из соотношения: 0 cosy V= α −�  

 
Рис. 3.3. Схема 

рекуператора энергии 

 
Рис. 3.4. Торможение 
электронов под углом  

к полю 
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0 cos
0 m

mVeE t t
m eE

α
− = ⇒ = . Тогда координата вершины параболы: 

 
2

0 к0
0 sin sin 2 sin 2

2m m
mV W

x V t
eE eE

= α ⋅ = α = α   (3.2) 

Предположим, что входящий пучок электронов имеет угловой 
разброс ϕ. Если угол влета пучка будет равен /4π , то для верхнего 
граничного электрона вершина параболы будет находиться в точке: 

0 0 02sin 2 sin sin
4 2 4 2 2m

W W W
x

eE eE eE
π ϕ π ϕ π⎛ ⎛ ⎞⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ = + = + = + ϕ⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎝ ⎠⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
, для ниж-

него – 0 sin
2m

W
x

eE
π⎛ ⎞′′ = − ϕ⎜ ⎟

⎝ ⎠
, т.е., m mx x′′ ′= . Учитывая, что электроны 

вернутся на электрод, с которого стартовали, на расстоянии 
2 2m ml x x′ ′′= =  от точки старта, следовательно, происходит фокуси-

ровка. 
Таким образом, тормозящее электрическое поле можно исполь-

зовать для фокусировки пучков, если направлять их под углом /4π  
к направлению поля. 

 

Рекуператор немоноэнерге-
тического пучка. Часто возни-
кает необходимость рекупери-
ровать энергию пучка, заря-
женные частицы которого 
имеют разброс по энергиям. 
Следовательно, необходимо, 
чтобы частицы с разными энер-
гиями приходили на электроды, 
находящиеся на разной высоте 
(рис. 3.5).  

Требуется найти геометрию электродной системы торможения, 
т.е., под каким углом необходимо произвести «срез» электродов. 
Координата mx  вершины параболы траектории электрона опреде-
ляется соотношением (3.2), координата my  определяется из соот-

ношения: к0
2cosmy eE W= α . Тогда 1 ctg

2m my x= α ⋅ , т.е. вершины 

 

Рис. 3.5. Торможение немоно- 
энергетичного пучка электронов 
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парабол лежат на прямой, наклоненной к поверхности входного 

электрода под углом, равным 1arctg ctg
2

⎛ ⎞α⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 
Движение заряженных частиц в однородном магнитном поле 

 
Рассмотрим случай постоянного во времени и однородного в 

пространстве поля constH = (рис. 3.6). На движущуюся частицу с 
зарядом q в магнитном поле дей-

ствует сила Лоренца л
qF V H
c

= ×  

(в системе СГС множитель 1
c

). 

Уравнение движения домножим 
скалярно на скорость: 

. qmV V H V
c

= × ⋅⎡ ⎤⎣ ⎦ . Правая часть 

будет равна нулю, следовательно, 

0
.

mV V⋅ = , 
2

0,
2

mV
t
⎛ ⎞∂ =⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

 т.е. 

2
const

2
mV =  – стационарное магнитное поле не изменяет кинети-

ческую энергию частицы. Разобьем скорость частицы на две со-
ставляющие ||V  и V⊥  – вдоль и поперек поля ||V V V⊥= + ; 

0qF V H
c

= × = , т.е. вдоль поля частица движется как свободная. 

Уравнение для поперечной составляющей: ,
. qmV V H

c
⊥ ⊥= ×  т.е. 

.. .qHr r
mc

= . Уравнение л

.. .
r r= ω  описывает вращение по окружности 

с частотой л
qH
mc

ω = , называемой ларморовской (циклотронной). 

Ларморовская  частота  не  зависит  от  энергии  частицы.  Период  

Рис. 3.6. Вращение заряженных 
частиц в магнитном поле 
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вращения л
л

2T π=
ω

.  Частоты  вращения  электронов  и  ионов  

сильно  отличаются. Ларморовская частота электрона: eω  [c–1]  = 

e

eH
m c

= = 1,76 ⋅ 107 ⋅ H [Э]. Ларморовская частота иона: iω  [c–1] =  

i

eH
m c

= = 9649 ⋅ H [Э]/ im [a.e.м.], так что л

л
1е i

i e

m
m

ω
= >>

ω
 (примерно в 

1800 раз), т.е. электрон «осциллирует» на фоне медленно вращаю-
щегося иона. Для определения радиуса вращения используем ба-
ланс так называемой эффективной центробежной силы (силы инер-

ции) и силы Лоренца: 
2

л

mV qH V
r c

⊥
⊥= , получаем л

л

2V c mW
r

eH
⊥ ⊥= =

ω
 

– ларморовский радиус. Ларморовский радиус электрона: лer  [см] = 

лe

V⊥= =
ω

3,37 
 [эВ]

 [Э]
eW

H

⊥
. Ларморовский радиус иона: лir  [см] = 

лi

V⊥= =
ω

144
 [эВ]  [а.е.м.]

 [Э]
i iW m

H

⊥
. Отношение л

л
1i i

e e

r m
r m

= >>  (при-

мерно в 40 раз). Таким образом, магнитное поле сильнее «привязы-
вает» электроны к своим силовым линиям. Направление вращения 
такое, чтобы возникающее за счет движения заряженной частицы 
собственное магнитное поле было направлено против внешнего, 
т.е. своим вращением заряженная частица стремится ослабить 
внешнее магнитное поле. В этом причина диамагнетизма плазмы, 
она стремится ослабить внешнее поле, «избегает» сильного маг-
нитного поля (выталкивается). Двигаясь по окружности, частица 

создает замкнутый ток л

л 2
qqI

T
ω

= =
π

. Круговой ток обладает маг-

нитным моментом, который можно выразить через площадь круга 
2
лS r= π , охватываемого ларморовской окружностью: 1 IS

c
μ = =  

2 2
2л л
л 2

л

1 1
2 2 2

q q V qmcV W
r

c c cqH H
⊥ ⊥ ⊥ω ω

= π = = =
π ⋅ω

. Магнитный момент на-
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правлен против поля 2
WH H

H H
⊥μ = −μ = −

G GG . Диамагнетизм плазмы 

будет проявляться, если плазма будет замагничена, т.е. ларморов-
ский радиус много меньше характерного размера системы, и время 
ларморовского вращения много меньше характерного времени рас-

сматриваемого процесса: 
л хар

л хар
л

;

1
.

r l<<⎧
⎪
⎨
τ = <<τ⎪ ω⎩

 Таким образом, в маг-

нитном поле заряженная частица равномерно движется вдоль сило-

вой линии поля по спирали с постоянным шагом ||

л
2

V
h = ⋅ π

ω
, вра-

щаясь вокруг силовой линии по окружности ларморовского радиу-
са rл с постоянной ларморовской частотой ωл. Вектор угловой ско-
рости положительно заряженной частицы антипараллелен, а отри-
цательно заряженной частицы (например, электрона) – параллелен 
магнитному полю, т.е., если магнитное поле направлено в плос-
кость листа, электрон вращается по часовой стрелке (см. рис. 3.6), 
а положительный ион – против. 

 
3.1.2. Движение в скрещенных электрическом 

и магнитном полях 
 
Рассмотрим движение заряженных частиц в скрещенных полях 

E H⊥
G G

 в дрейфовом приближении. Дрейфовое приближение при-
менимо в случае, если можно выделить некоторую одинаковую для 
всех частиц одного сорта постоянную скорость дрейфа, не завися-
щую от направления скоростей частиц: дрV u V= +

G GG , где 

др constV =
G

 – скорость дрейфа. Покажем, что это можно сделать 

для движения заряженных частиц в скрещенных E H⊥
G G

 полях. Как 
было показано ранее, магнитное поле не влияет на движение час-
тиц в направлении магнитного поля. Поэтому скорость дрейфа мо-
жет быть направлена только перпендикулярно магнитному, т.е. 
пусть: ||V V V⊥= +

G G G
, причем дрV u V⊥ = +

G GG , где др constV =
G

. Уравнение 
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движения: 
. qmV qE V H

c
= + ×
G G G G

 (по-прежнему в СГС пишем множи-

тель 1
c

). Тогда для поперечной составляющей скорости: 

. qmV qE V H
c⊥ ⊥= + ×

G G G G
, подставляем разложение через скорость 

дрейфа: ( )др др

. qm u V qE u V H
c

⎛ ⎞
+ = + + ×⎜ ⎟

⎝ ⎠

G G G GG G , т.е. др

. .
mV mu+ =
G G  

др
q qqE u H V H
c c

= + × + ×
G G G GG . Заменим это уравнение на два для каж-

дой компоненты и с учетом др constV =
G

, т.е. др 0
.

V =
G

, получим урав-

нение для скорости дрейфа: др0 qqE V H
c

= + ×
G G G

.  

Домножим векторно на магнитное поле, получим: 

 др
qqE H H V H
c
⎡ ⎡ ⎤⎤× = ×⎣ ⎣ ⎦⎦

G G G G G
.  

С учетом правила ( ) ( )a b c b ac c ab⎡ ⎤× × = −⎣ ⎦
G G GG G GG G G , получим 

 2
др

qqE H V H
c

× =
G G G

, 

откуда  др 2
E HV c

H
×=
G GG

 – скорость дрейфа. (3.3) 

 [ ]
[ ]

8
др

 В смcм 10
c  Э

EEV c
H H

⎡ ⎤ = =⎢ ⎥⎣ ⎦
. 

Скорость дрейфа не зависит от знака заряда и от массы. Из со-
отношения (3.3) видно, что при E H>  скорость дрейфа становится 
больше скорости света, а значит, теряет смысл. И дело не в том, что 
необходимо учитывать релятивистские поправки. При E H>  будет 
нарушено условие дрейфового приближения и частица перейдет в 
режим непрерывного ускорения. Условие дрейфового приближе-
ния для дрейфа заряженных частиц в магнитном поле заключается 
в том, что влияние силы, вызывающей дрейф, должно быть незна-
чительно в течение периода обращения частицы в магнитном поле, 
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только в этом случае скорость дрейфа будет постоянна. Это усло-

вие можно записать в виде 
л

1eE eEV t V
m m

δ = δ = ⋅ <<
ω

, откуда 

чим условие применимости дрейфового движения в E H⊥
G G

 полях: 
E V
H c

<< . 

Для определения возможных траекторий заряженных частиц в 
E H⊥
G G

 полях рассмотрим уравнение движения для вращающейся 

компоненты скорости u: 
. qmu u H

c
= ×

GG G , откуда [ ]
.

H
qHu u e
mc

= ×G G G . 

Пусть плоскость (x, y) перпендикулярна магнитному полю. Вектор 

uG  вращается с частотой л
qH
mc

ω =  (электрон и ион вращаются в 

разные стороны) в плоскости (x, y), оставаясь постоянным по моду-
лю. 

В плоскости скоростей (Vx, Vy) можно выделить четыре области 
характерных траекторий.  
Область 1. На рис. 3.7 круг, описываемый неравенством 

др0 u V< <  в координатах (x, y), соответствует трохоиде без петель 

(эпициклоида) с «высотой», равной 2 er , где л/er u= ω  (рис. 3.8). 
Если вектор начальной скорости частицы попадет в этот круг, то 

частица будет двигаться по эпициклоиде. 
Область 2. Окружность, задаваемая уравнением дрu V= , 

соответствует циклоиде. При вращении uG  вектор скорости на 
каждом периоде будет проходит через начало координат, т.е. в этот 
момент скорость будет равна нулю. Эти моменты соответствуют 
точкам в основании циклоиды. Траектория аналогична той, что 

описывает точка, находящаяся на ободе колеса радиуса др

л
c

V
r =

ω
. 

Высота циклоиды равна 2 cr , т.е. пропорциональна массе частицы, 
поэтому ионы будут двигаться по гораздо более высокой циклоиде, 
чем электроны, что не соответствует схематическому изображению 
на рис. 3.8. 
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Область 3. Область вне 
круга, в которой дрu V> , со-
ответствует трохоиде с петлями 
(гипоциклоида), высота которой 
2 2e cr r> . Петли соответствуют 
отрицательным значениям 
компоненты скорости xV , когда 
частицы движутся в обратном 
направлении. 
Область 4. Точка 0u =  

0 др( )V V=
G G

 соответствует пря-
мой. Если запустить частицу с 
начальной скоростью 0 дрV V=

G G
, 

то силы действия электрическо-
го и магнитного полей в каждый 
момент времени уравновешены, 
поэтому частица движется пря-
молинейно. Можно предста-
вить, что все эти траектории 
соответствуют движению точек 
находящихся на колесе радиуса 

др

л
c

V
r =

ω
, поэтому для всех тра-

екторий продольный простран-
ственный период 2 cL r= π =   

др

л

2 Vπ
=

ω
. За период 

л

2T π=
ω

 для 

всех траекторий происходит взаимная компенсация действия элек-
трического и магнитного поля. Средняя кинетическая энергия час-
тицы остается постоянной к к0W W= . Важно еще раз отметить, что 
не зависимо от траектории, скорость дрейфа одинакова для частиц 
любого заряда. В случае невыполнения условия дрейфового при-
ближения, т.е. при E H>  действие электрического поля не ком-

 
Рис. 3.7. Области характерных 

траекторий в плоскости скоростей

 

Рис. 3.8. Характерные траектории 
частиц в E H⊥

G G
 полях: 1 – тро-

хоида без петель; 2 – циклоида; 
3 – трохоида с петлями; 4 – пря-
мая 
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пенсируется действием магнитного, поэтому частица переходит в 
режим непрерывного ускорения. Все выводы, сделанные выше, 
верны, если вместо электрической силы F qE=

G G
 использовать про-

извольную силу ,F
G

 действующую на частицу, причем F H⊥
G G

. 
Скорость дрейфа в поле произвольной силы: 

 др 2
c F HV
q H

×=
G GG

   (3.4) 

зависит от заряда. Например, для гравитационной силы F mg=
G G : 

др 2 [ ]cmV g H
qH

= ×
GG  – скорость гравитационного дрейфа. 

 
3.2. Отклонение и фокусировка заряженных частиц  

в постоянном электрическом поле 
 

3.2.1. Отклонение электронного пучка в однородном  
электрическом поле электростатического конденсатора 

 
Наиболее простой является система в виде плоского конденса-

тора. Пусть пучок электронов запускается параллельно пластинам 
(рис. 3.9), найдем угол отклонения пучка α в зависимости от энер-
гии частиц Wк0. Поперечная скорость, приобретаемая в отклоняю-

щем электрическом поле: пр
0e e

eE eE lV t
m m V⊥ = = , где прt  – время про-

лета отклоняющей системы; l – протяженность области действия 
поля. Тангенс угла вылета электрона: 

 откл
2

0 к00
tg

2
eUV eE ll

V W dmV
⊥α = = = , 

где отклU  – отклоняющее напряжение; d – расстояние между пла-
стинами конденсатора. Поперечное смещение электрона в пределах 

отклоняющей системы: 
2

2
1 пр 2

0

1 1
2 2

eE eE ly t
m m V

Δ = = , следовательно, 

тангенс угла прямой, соединяющей центр системы с точкой выле-
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та: откл1
2

к00
tg       

2
2

eUy eE l l
l m W dV

Δ
β = = = ⇒ α = β , т.е. угол вылета сов-

падает с углом β. Поперечное смещение на расстоянии x от центра 
системы определяется соотношением: 

 откл

к0
tg

2
eU ly x x

W d
Δ = ⋅ α = . 

 

 
Рис. 3.9. Отклонение электронного пучка в поле плоского конденсатора 

 
3.2.2. Фокусировка электронного пучка в однородном  

электрическом поле электростатического конденсатора 
 
В поле плоского конденсатора можно не только отклонять, но и 

фокусировать пучки заряженных частиц. Благодаря различным 
значениям потенциала на верхней и нижней границах пучка 
(рис. 3.10), а значит, и различным скоростям частиц происходит 
фокусировка пучка. Такие системы используются в электронно-
лучевых трубках. Можно оценить фокусное расстояние (расстоя-
ние от центра системы до точки фокусировки). Распределение по-

тенциала в отклоняющей системе: ( ) 0 откл
yU y U U
d

= + . Тогда по-

тенциал в точках А и В: 0 откл
2 2

A

d h

U U U
d

Δ+
= + , 0BU U= +  

откл
2 2
d h

U
d

Δ−
+ . Для малых углов отклонения:  
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 ( )откл откл
откл 0

00 откл

tg 1 22
2

U Ul lU U
d U dU U

α ≈ α = ≈ << ≈
⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

; 

( )
откл откл

1 1
0 откл

0 откл

tg
2

2 22

U U ll
d h d U d U d h

U U
d

α ≈ α = =Δ + + Δ⎛ ⎛ ⎞⎞+⎜ ⎜ ⎟⎟
+⎜ ⎜ ⎟⎟

⎜ ⎜ ⎟⎟
⎝ ⎝ ⎠⎠

; 

 
( )

откл
2 2

0 откл
tg

2
U l

U d U d h
α ≈ α =

+ − Δ
.  

Разность углов отклонения частиц на границах пучка: 
( )

( )( ) ( )( )
откл

1 2 откл
0 откл 0 откл

2 2
откл

2 2
0

2 2

2 .
2

U d h d h
U l

U d U d h U d U d h

U l h
h

lU d

+ Δ − + Δ
Δα = α − α = ≈

+ − Δ + + Δ

Δ α≈ ≈ Δ
 

 

 
Рис. 3.10. Фокусировка электронного пучка в поле плоского конденсатора 

 
Тогда фокусное расстояние можно оценить соотношением: 

 2ctg
2 2 22tg

2

h h h lf Δ Δα Δ Δ= = ≈ =Δα Δα α
 .  

Таким образом, с ростом угла отклонения уменьшается расстояние 
до точки фокусировки, это является причиной выпуклости экранов. 
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3.2.3. Отклонение в однородном магнитном поле, 
ограниченном в пространстве 

 
Рассмотрим систему, в которой 

поперечное к движению пучка од-
нородное магнитное поле сущест-
вует в ограниченном пространстве 
протяженности нl  (рис. 3.11). Маг-
нитное поле будет разворачивать 
частицы, отклонение в попереч-
ном направлении в пределах дей-
ствия магнитного поля 1 лy rΔ = −  

2 2
л нr l− − , за пределами – н

2 э э 2 2
л н

tg
l

y l l
r l

Δ = α =
−

.  

Суммарное отклонение:   

 ( ) 2
н н э л

1 2 л 2 2
л н

l l l r
y y y r

r l

+ −
Δ = Δ + Δ = +

−
,  

где 0
л

V
r eH

mc

= . 

 
3.2.4. Фокусировка пучка в продольном  

однородном магнитном поле 
 
В продольном однородном магнитном поле фокусировка проис-

ходит в силу того, что вышедшие из одной точки частицы после 
совершения одного оборота по ларморовской окружности возвра-
щаются на исходную силовую линию магнитного поля (рис. 3.12). 

 
Рис. 3.12. Фокусировка в однородном продольном магнитном поле 

Рис. 3.11. Отклонение пучка  
в поперечном магнитном поле
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Проекция движения частиц на перпендикулярную к силовым 
линиям плоскость представляет собой пучок окружностей, имею-
щих общую точку. Если угол расходимости пучка α невелик, то 
фокусировка моноэнергетического пучка произойдет через один 
оборот на расстоянии l = tлVcosα ≈ 2πmVc/(eH), где tл = 2πmc/(eH) – 
период вращения по ларморовской окружности. Таким образом, 
расстояние до места фокусировки пучка зависит от скорости и мас-
сы частиц, и продольное однородное магнитное поле может быть 
использовано для энерго- и масс-сепарации частиц. 
 

3.2.5. Фокусировка пучка в поперечном однородном  
магнитном поле энергоанализатора или массепаратора 
 
Благодаря зависимости радиуса вращения в магнитном поле от 

поперечной скорости V⊥ и массы m заряженной частицы возможно 
их разделение (сепарация) по энергиям и массам, а также фокуси-
ровка как в поперечном, так и в продольном однородном магнит-
ном поле. В поперечном маг-
нитном поле наиболее рас-
пространенной является схе-
ма с полукруговой фокуси-
ровкой (рис. 3.13). Выходя-
щий из точечного источника 
А перпендикулярно силовым 
линиям пучок моноэнергети-
ческих частиц будет фокуси-
роваться после полуоборота 
на расстоянии л2AB r= . Фо-
кусировка частиц, вылетев-
ших под одинаковым углом α 
к центральной траектории 
пучка, происходит из-за того, что круговые траектории частиц 
имеют одинаковые радиусы, и их траектории опираются на диа-
метры, расположенные под тем же углом α, что и касательные к 
траекториям в начальной точке: 

 

 cos cosAC AD AE= α = α , л2AD AE r= = , 

 

Рис. 3.13. Фокусировка пучка  
в поперечном магнитном поле 
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где л к2cr W m
qH

= . Ширина щели, необходимая для прохожде-

ния всего пучка, зависит от расходимости 2α входящего пучка: 
 ( )л2 1 cosx CB AB AC rΔ = = − = − α . 

Если известна масса и заряд, то можно определить энергию 
(энергоанализатор): к,  .m q W→  

Если известна энергия и заряд, то можно определить массу 
(масс-сепаратора): к ,  W q m→ . 

Если известна масса и энергия, то можно определить заряд (за-
рядоанализатор): к,  m W q→ . 

 
3.2.6. Отклонение и фокусировка ионного пучка  

в неоднородном электрическом поле цилиндрического  
конденсатора (энергоанализатор) 

 
 Хорошую фокусировку позволяет получить цилиндрический 

конденсатор. Электрическое поле цилиндрического конденсатора 
обратно пропорционально расстоянию от центра системы: E(r) = 

c/r, так как по теореме Гаусса: 2E r l Q⋅ π ⋅ ⋅ = , т.е. 
2

Q cE
lr r

= =
π

. 

Следовательно, уравнение для потенциала d c
dr r
ϕ = − , тогда 

d dr
c r
ϕ = −

2

1
ln

c R
R

Δϕ
⇒ = , где 1 2,  R R  – радиусы цилиндров (рис. 3.14). 

Таким образом, электрическое поле в цилиндрическом конденсато-

ре: ( ) откл

2

1
ln

U
E r Rr

R

= , где откл 2 1U U U= − , 1 2,  U U  – потенциалы внут-

реннего и внешнего цилиндра. Через узкую выходную щель будут 
«успешно» проходить только частицы, имеющие круговые траек-

тории   и   скорости,  удовлетворяющие   условию:   ( )
2

0
0

0

mV
qE R

R
=  
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(остальные попадут на стенки 
цилиндра), т.е. частицы, имею-
щие кинетическую энергию: 

откл
к0

2

1

1
2 ln

q U
W R

R

⋅
= . Для решения 

уравнения движения для некру-
говых траекторий в полярных 
координатах введем угловую 

скорость V
R

ω =  и угловое уско-

рение 2Rω . На оси угловая ско-

рость 0
0

0

V
R

ω = . Для централь-

ной траектории выполняется 
баланс электрической и эффек-
тивной центробежной сил: 

2
2

0 0 0
0

mVqE mR
R

= = ω . Для не-

центральной траектории уравнение движения: 
..

m R =  
( )2mR qE R= ω −  (рис. 3.15). Исходя из равенства потока электри-

ческого поля ( ) 0
0 0 0

R
E R ER E R E

R
= ⇒ = . Удобно рассмотреть от-

клонение траектории от круговой: 0r R R= −  (r << R). Тогда урав-
нение движения можно представить в виде: 

2
0 1

.. rm r mR qE
R

⎛ ⎞= ω − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. С учетом постоянства в поле централь-

ных сил секторальной скорости 2 2
0 0 constRV R R= ω = ω =  выполня-

ется соотношение 
2
0

0 2
R
R

ω = ω , тогда получим уравнение: 

( )

4
2 2 0

0 0 0 3
0

1 0
.. Rrm r mR m

R R r
⎛ ⎞+ ω − − ω =⎜ ⎟
⎝ ⎠ +

. Приведем его к виду: 

Рис. 3.14. Отклонение пучка в  
цилиндрическом конденсаторе 

 

Рис. 3.15. Фокусировка пучка в 
цилиндрическом конденсаторе



317 

( )

2 4
2 20 0
0 0 3

0 0

0
.. R R
r

R r R r
+ ω − ω =

+ +
 или ( )

( )

22 4
2 0 0 0
0 3

0

0
.. R R r R
r

R r

⎛ ⎞+ −
+ ω =⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠

, в 

результате преобразований получим уравнение: 

( ) ( )

3 2 2
20 0
03 32 0

.. R r rr
R r R r

ω
+ + ω =

+ +
. Пренебрегая 2r  и 3,r  имеем гармо-

нические колебания: 2
02 0

..
r r+ ω = , решение которого представляет 

собой колебания около круговой траектории с полупериодом 

127 17
2 2
T π ′θ = = = ° , т.е. после поворота на этот угол пучок фоку-

сируется на круговой траектории (фокусировка по Юзу и Рожан-
скому).  

 
3.3. Элементы электронной оптики 

 
3.3.1. Аналогия световой и электронной оптики 

 
До сих пор рассматривалось движение отдельных частиц в элек-

трическом и магнитном полях. Электронная оптика изучает законы 
распространения пучков заряженных частиц – электронов и ио-
нов – в электрическом и магнитном полях. Пучки в электронной 
линейной оптике считаются достаточно редкими, так что электри-
ческие и магнитные микрополя от собственного объемного заряда 
пучка пренебрежимо малы по сравнению с макрополями откло-
няющей системы. Уже первые эксперименты в конце XIX в. с ка-
тодными лучами показали, что законы распространения электрон-
ных лучей подобны законам распространения световых лучей в 
геометрической оптике. И дело вовсе не в том, что электроны мож-
но считать электронной волной. Комптоновские длины волн элек-

трона 12,25
 [эВ]

.h A
mV U

λ = =  много меньше характерных размеров 

оптических систем, т.е. электроны можно считать частицей. Анало-
гия между движением заряженной частицы и распространением 
света  более  фундаментальна,  и  лежит  она  в  существовании  
вариационного  принципа.  В  геометрической  световой  оптике 
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этот принцип имеет название принципа Ферма: 
2

1

0
a

a

ndlδ =∫ , т.е. 

0Lδ = , где 
2

1

a

a

L ndl= ∫  – оптическая длина пути света; constn =  – 

показатель преломления. Оптическая длина реального пути света 
должна быть минимальна (свет распространяется по такому пути, 
на котором он тратит наименьшее время). Свет распространяется 
прямолинейно. В механике вариационный принцип имеет вид: 

2

1

0
t

t

Ldtδ =∫ , где 
2

;
2

mV ZeL Ze A V
c

= − ϕ + ⋅
G G

 A
G

 – векторный потенциал 

( rot )H A=
GG

; L – функция Лагранжа. Вариация интеграла равна из-
менению этого интеграла при изменении обобщенный координат:  

 
2 2 2

1 1 1

, , ,
. . . .t t t

i i i ii i i i
t t t

L q q dt L q q q q dt L q q dt⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞δ = + δ + δ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫ ∫ .  

То, что вариация равна нулю, говорит о том, что этот интеграл 
на действительной траектории имеет экстремум (рис. 3.16). Если 

0H = , то функция Лагранжа L T U= − , где T – кинетическая энер-

гия, а U – потенциальная энергия. Величина ( )
2

1

t

t

T U dt S− =∫ назы-

вается действием, а вариационный принцип называется принципом 
наименьшего  действия:  0Sδ = . Принцип  наименьшего  действия 
можно записать через обобщенный импульс, который равен 

.
i

Lp
q

∂=
∂

ZemV A
c

= + : 
2

1

0
a

a

pdlδ =∫  – принцип Мопертюи для движе-

ния материального тела в постоянном потенциальном поле анало-
гичен принципу Ферма геометрической оптики для световых лу-

чей. При 0H =  
2

1

0
a

a

Vdlδ =∫ . Покажем,  что  принцип  Ферма  эквива-
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лентен  закону  преломления гео-
метрической оптики (рис. 3.17). 
Оптическая длина 1 1 2 2L l n l n= + , 
ее вариация: 

1 1 2 2

1 1 2 2sin sin 0,
L n l n l

n x n x
δ = δ + δ ≈

≈ − δ ⋅ α + δ ⋅ α =
 

откуда следует закон преломле-
ния геометрической оптики: 

1 2

2 1

sin
sin

n
n

α
=

α
. Получим аналогич-

ный закон для электронной опти-
ки. 

Так как параллельная границе 
раздела компонента скорости 
не   меняется (рис. 3.18), то 

1 1 2 2sin sinV Vα = α . Следователь-

но, 1 2

2 1

sin
sin

V
V

α
=

α
, или 1 2

2 1

sin
sin

U
U

α
=

α
 

(где U – ускоряющее напряже-
ние) – закон преломления элек-
тронной оптики. Таким образом, 

U  – аналог показателя прелом-
ления. 

Но у электронной оптики есть 
и существенные отличия от све-
товой, они в основном состоят в 
следующем. 

1. Отдельные лучи в световой 
оптике независимы – электрон-
ные лучи взаимодействуют друг с 
другом. 

2. Показатель преломления для электронов всегда непрерывен, 
для света он, как правило, меняется скачком. 

Рис. 3.16. Виртуальная и реаль-
ная траектории частиц 

 

 
Рис. 3.17. Преломление света на 

границе двух сред 
 

 
Рис. 3.18.  Преломление пучка 
заряженных частиц на границе 

потенциалов 
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3. Диапазон изменения показателя преломления для электронов 
не ограничен, в оптике, как правило, n < 4. 

4. Скорость электронов тем больше, чем больше показатель 
преломления, а скорость света наоборот. 

5. Преломляющие поверхности для электронов, в отличие от 
световых лучей, не могут быть произвольными – распределение 
потенциалов всегда удовлетворяет уравнению Лапласа (линейная 
электронная оптика) или Пуассона (нелинейная электронная опти-
ка). 

 
3.3.2. Потенциал аксиально-симметричного  

электростатического поля 
 

Задание преломляющих поверхно-
стей в виде сеток достаточно сложно 
технически, поэтому часто используют 
диафрагмы с аксиально-симметричным 
распределением потенциала ( ),U r z  
(рис. 3.19).  

Так как ( ),U r z− = ( ),U r z , то в ре-
зультате разложения U по r будут 
только четные степени: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 4 2
0 2 4 2, ... k

kU r z b z b z r b z r b z r= + + + + . 
 

Потенциал удовлетворяет уравнению Лапласа: 
2 2

2 2
1 0U UU
r rr z

∂ ∂ ∂+ + =
∂∂ ∂

. 

С учетом     ( ) ( ) ( )
2

2 4
2 4 62 2 12 30 ...U b z b z r b z r

r
∂ = + + +
∂

;  

 ( ) ( ) ( )2 4
2 4 6

1 2 4 6 ...U b z b z r b z r
r r

∂ = + + +
∂

; 

 ( ) ( ) ( )
2

2 4
0 2 42 ...U b z r b z r b z

z
∂ ′′ ′′ ′′= + + +
∂

; 

уравнение Лапласа перепишется в виде: 
 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 4
0 2 2 4 4 64 16 36 ... 0.b z b z b z b z r b z b z r′′ ′′ ′′+ + + + + + =   

 
Рис. 3.19. Аксиально-
симметричное поле  

диафрагм 
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Приравнивая к нулю коэффициенты при различных степенях r, по-
лучим систему: 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

0 2

2 4

4 6

4 0;
16 0;
36 0;

. . .

. . .

b z b z
b z b z
b z b z

′′ + =⎧
⎪ ′′ + =⎪⎪ ′′ + =⎨
⎪
⎪
⎪⎩

  ⇔   
( )

( )

0
2

0 02
4 2 4

04
6 2 6

;                          
4

;
16 64 2! 2

;       
32 3! 2

. . .

. . .

IV IV

IV

b
b

b bb
b

bb
b

′′
= −

′′
= − = =

′′
= − = −

 

С учетом ( ) ( ) ( )0 0,b z U z U z= =  (потенциал на оси) получим рас-
пределение потенциала в пространстве в виде: 

( ) ( ) ( )
( )

( )

( )
( ) ( )
( )

2 4 6

2 2

22

2

1 1, ( ) ...
2 2 22 3!

1 ...
2!

IV IV

kk
k

r r rU r z U z U z U z U z

U z r
k

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′′= − + − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞+ − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

Таким образом, распределение потенциала аксиально-симметрич-
ного поля определяется значением потенциала на оси. 

 
3.3.3. Движение заряженных частиц  

в аксиально-симметричном электрическом поле 
 

Для приосевых электронов 2 2
хар хар( / /r L r L<< , где харL  – харак-

терная длина системы), которые еще называют параксиальными, 
можно получить уравнение траектории. Так как 0Eθ = , то элек-
троны не вращаются вокруг оси z. Другие компоненты электриче-
ского поля определяются из соотношений: 

( ) ( ) ( )
4

4z
U rE U z U z U z
z

∂ ′ ′′′ ′= − = − ≈
∂

; 

( ) ( ) ( )
3

2 16 2
IV

r
U r r rE U z U z U z
z

∂ ′′ ′′= − = − + ≈ −
∂

. 

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎩
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Уравнение движения для электрона: 

 ( )

( )

;
2

.
r

ermr eE U z

mz eU z

⎧ ′′= − = −⎪
⎨
⎪ ′=⎩

��

��
 (3.4) 

Первое уравнение системы замечательно тем, что в полях с акси-
альной симметрией радиальная фокусирующая или расфокуси-
рующая сила пропорциональна удалению частицы от оси. Возьмем 
второе уравнение системы (3.4). Учитывая, что левые части урав-
нения содержат производные по времени, а правые производные по 
z, можно использовать переход к производной по переменной z: 

 ( )22

2
1
2

dU zd z d dz dz d dz d dz e
dt dt dt dz dt dz dt m dzdt

⎛ ⎞= = = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Интегрируя последнее уравнение с учетом граничного условия при 
z = 0 U(z) = 0 и dz/dt⏐0 = 0 (пренебрегаем начальной скоростью час-
тиц), получим / 2 ( )/dz dt eU z m= .  

Возьмем первое уравнение системы (3.4) и перейдем к произ-

водной по переменной z: ( )
2

2 2
d r d dr dz d dr dz e rU z

dt dt dt dz dz dt mdt
⎛ ⎞ ′′= = = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Последнее уравнение перепишем в виде: ( ) ( )d drU z U z
dz dz
⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( )
4
r U z′′= − , получим уравнение траектории r (z) параксиального 

пучка:  

 
2

2
( ) ( ) 0

2 ( ) 4 ( )
d r U z dr U z r

U z dz U zdz
′ ′′

+ + = . (3.5) 

Это уравнение называется основным уравнением электронной оп-
тики. 

Проведем анализ уравнения (3.5). 
1. В уравнение входит только ( )U z , траектория зависит только 

от значения потенциала на оси. 
2. В уравнение не входит e

m
, поэтому траектории электронов и 

ионов не отличаются. 
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3. Уравнение линейно и однородно относительно ( )U z , следо-
вательно, можно заменить на ( )kU z . 

4. Уравнение линейно и однородно относительно ( )r z , а зна-
чит,  можно заменить на ( )kr z . 

Таким образом, полученное линейное однородное дифференци-
альное уравнение 2-го порядка относительно U(z) и r(z) показывает, 
что возможно масштабное моделирование, т. е. если потенциал во 
всех точках пространства увеличить в k раз (увеличить потенциал 
на всех электродах системы в одинаковое число раз), то уравнение, 
а следовательно, и траектория электрона не изменятся. Кроме того, 
можно сделать вывод, что любое аксиально-симметричное поле 
есть линза, так как в любой плоскости сохраняется подобие траек-

торий относительно расстояния от оси (рис. 3.20): A B

A B

r r
r r

′ ′

′′ ′′
= .  

 

 

Рис. 3.20. Изображение в линзе 
 

Фокусная сила линзы ( )
2r
erF U z′′= −  возрастает с удалением от 

оси. 
Линза будет фокусирующей (собирающей), если 0U ′′ > .  
Линза будет расфокусирующей (рассеивающей), если 0U ′′ < . 
 

3.3.4. Параметры увеличения в электронной линзе 
 
Основное уравнение электронной оптики (3.5) является одно-

родным дифференциальным уравнением относительно r второго 
порядка. Решение, как известно, можно представить в виде суммы 
двух частных решений: 
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( ) ( ) ( )1 1 2 2r z C r z C r z= + , 
где 1C  и 2C  – произвольные константы. 
Пусть 2 0C = , а частное решение ( )1r z  
таково, что при z a=  и z b=  

( ) ( )1 1 0r a r b= = . Тогда ( ) ( )1 1r z C r z=  – 
это совокупность траекторий, которые 
пересекают ось в точках А и В, т.е. в 
точке В соберутся все электроны, вы-
шедшие из точки А (рис. 3.21). При 

2 0C ≠  ( ) ( )2 2r a C r a=  и ( ) ( )2 2r b C r b=  
для всех электронов, т.е. если источник 
поместить в точку А, то в точке В будет 
его изображение (рис. 3.22). Тогда ли-

нейное увеличение линзы:  ( )
( )

2

2

r b
M

r a
= .  

Рассмотрим снова траекторию с ис-
точником на оси, т.е. ( ) ( )1 1r z C r z=  
(рис. 3.23). Угловое увеличение линзы 
определяется как отношение тангенсов 
углов наклона траектории к оси: 

( )
( )

2 1

1 1

tg r b
tg r a

′γ
Γ = =

′γ
. 

Возьмем основное уравнение элек-

тронной оптики в виде: ( ) ( ) ( )
4

d dr rU z U z U z
dz dz
⎛ ⎞ ′′= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Для част-

ного решения ( )1r z : ( ) ( ) ( )1 1

4
d dr rU z U z U z
dz dz

⎛ ⎞ ′′= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Для част-

ного  решения  ( )2r z :  ( ) ( ) ( )2 2
4

dr rdU z U z U z
dz dz
⎛ ⎞ ′′= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  Первое 

умножим на r2, второе – на r1 и вычтем их: 

( ) ( ) ( )1 2
2 1 0

dr drd dU z r U z r U z
dz dz dz dz

⎛ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎞− =⎜ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎟
⎝ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎠

. Следовательно, 

 
Рис. 3.21. Траектории 
осевых электронов  

в линзе 
 

Рис. 3.22. Траектории  
неосевых электронов  

в линзе 
 

 
Рис. 3.23. Угловое  
увеличение в линзе 
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( )( )2 1 1 2 0d U r r r r
dz

′ ′− = , т.е. ( )2 1 1 2 constU r r r r′ ′− = . Для z a=  и 

z b= ( ) ( )1 1 0r a r b= = , т.е. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1U a r a r a U b r b r b′ ′=    

или  ( )
( )

( )
( )

( )
( )

2 1

2 1

r b r bU a
r a r aU b

′
=

′
. 

Получаем соотношение ( )
( )

U aM
U b

⋅Γ = , которое является аналогом 

теоремы Лагранжа – Гельмгольца: 1

2

n
M

n
⋅Γ = . 

Найдем фокусные расстояния электронной линзы. Возьмем ча-
стные решения ( )1r z  и ( )2r z , проходящие через фокусы. Так же, 
как это было сделано ранее, напишем для них основные уравнения 
электронной оптики, домножим на 1r  и 2r  и вычтем, получим: 

( )2 1 1 2 constU r r r r′ ′− = . 
 

 
Рис. 3.24. Геометрические параметры линзы 

 
Для предметного пространства:  
 

( ) ( ) ( )2 1U a r a r a c′ = . 
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Для пространства изображения:  

( ) ( ) ( )1 2U b r b r b c′− = . 

Тогда фокусные расстояния слева f1 и справа f2 от главных плоско-
стей h1 и h2 электронной линзы можно определить через траекто-
рии, проходящие через фокус линзы r1 и параллельно оси r2 систе-

мы: ( )
( )

2
2

2

r a
f

r b
=

′
; ( )

( )
1

1
1

r b
f

r b
=

′
. Отношение фокусных расстояний 

( )
( )

2

1

f U b
f U a

= .  

 
3.3.5. Тонкие электростатические линзы 

 
Рассмотрим тонкие линзы, 

главные плоскости которых 
находятся при z = a и при z = b. 
Для тонких линз расстояние 
между главными плоскостями 
много меньше фокусных рас-
стояний (b – a) << 1f , 2f , т.е. 
главные плоскости сливаются. 
Линейное увеличение линзы 

(рис. 3.25) 1 2

1 2

f f
M

z z
= = , следо-

вательно, 1 2 1 2z z f f= . Записав 
систему: 

1 1 1

2 2 2

1 2 1 2

;
;
,

l z f
l z f
z z f f

= +⎧
⎪ = +⎨
⎪ =⎩

 

из первых двух: 1 1 2 2

1 1 2 2
2

f z f z
l l l l

+ + + = , из третьего уравнения сис-

темы ( )( )1 2 1 1 2 2z z l z l z= − − . Из последнего соотношения 

 
Рис. 3.25. Геометрические пара-
метры тонкой оптической линзы 

 

 
 

Рис. 3.26. Геометрические пара-
метры тонкой электростатической 

линзы 
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1 2

1 2
1

z z
l l

= + . Следовательно, 1 2

1 2
1

f f
l l

+ =  – основное соотношение 

тонкой линзы. Возьмем основное уравнение электронной оптики в 

виде: ( ) dU z
dz

( ) ( )
4

dr rU z U z
dz

⎛ ⎞ ′′= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

, которое можно привести к 

виду: 

 ( ) ( ) ( )
( )4

r z U zd drU z
dz dz U z

′′⎛ ⎞ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Проинтегрируем: 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1
4

b

b a a

r z U zdr drU b U a
dz dz U z

′′⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ∫ . 

Если линза – слабая, то ( ) ( )r a r b≈ . Тогда заменяя 
( )
2

tg
b

r bdr
dz l

⎛ ⎞ = − β = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 и ( )
1

tg
a

r adr
dz l

⎛ ⎞ = + α = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

, и вынося ( )r z  из 

под знака интеграла как множитель ( )r a , получим: 

( ) ( ) ( )
( )2 1

1
4

b

a

U b U a U z dz
l l U z

′′
+ = ∫  (сократили на ( ) ( )r a r b≈ ). С уче-

том основного соотношения тонкой линзы 1 2

1 2
1

f f
l l

+ =  получим фо-

кусные расстояния слева и справа: 
( )

( )
( )1

1 1
4

b

a

U z dz
f U a U z

′′
= ∫  и 

( )
( )
( )2

1 1
4

b

a

U z dz
f U b U z

′′
= ∫ . 

Отношение фокусных расстояний: ( )
( )

2 2

1 1

f nU b
f nU a

= = . Возьмем 

выражение для 2f : 
( )

( )
( )2

1 1
4

b

a

U z dz
f U b U z

′′
= ∫ . Проинтегрируем по 

частям ( xdy xy ydx= −∫ ∫ ), получим: 
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( )
( )
( )

( )
( ) ( )

( )( )

( )

2

3
22

1 1 1
4 8

b

a

U zU b U aD dz
f U b U b U a U b U z

⎡ ⎤ ′′ ′
= = − +⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫  – 

оптическая сила. 
Если ( ) ( ) 0U a U b′ ′= =  (т.е. на границе нет электрического по-

ля), то линза всегда собирающая ( 0D > ).  
 

3.3.6. Основные типы электростатических линз 
 
Для одиночной диафрагмы с круглым отверстием: 

1 21
4

z z

D d

E E
f U

−
= , где 1zE  и 2zE  – напряженности электрических по-

лей слева и справа от диафрагмы; Ud – потенциал диафрагмы. Для 
системы из двух линз – диафрагм с фокусами f1 и f2 и расстоянием 
между линзами l оптическая сила задается соотношением: 

1 2 1 2

1 1 1 l
f f f f f

= + + . В общем случае аксиально-симметричного по-

ля траектория электрона описывается уравнениями:  

 
( );

2
( ),

r

z

ermr eE U z

mz eE eU z

⎧ ′′= − ≈ −⎪
⎨
⎪ ′= − ≈⎩

��

��
 

т.е. фокусирующая сила определяется знаком второй производной 
от потенциала на оси системы. Если ( ) 0U z′′ > , то система – фоку-
сирующая, если ( ) 0U z′′ < , то – расфокусирующая. На рис. 3.27 – 
3.31 показаны примеры возможных типов электростатических 
линз.  
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Рис. 3.27. Фокусирующая электро-
статическая линза с тормозящим 

электрическим полем 
 

 
Рис. 3.28. Фокусирующая электро-
статическая линза с тормозящим и 
ускоряющем электрическим полем
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Рис. 3.29. Расфокусирующая элек-
тростатическая линза с тормозя-

щим электрическим полем 

  

 
Рис. 3.30. Расфокусирующая элек-
тростатическая линза с ускоряю-

щим электрическим полем 
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Рис. 3.31. Фокусирующая электростатическая линза 
с ускоряющем электрическим поле 
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3.4. Магнитные линзы 
 

3.4.1. Движение заряженных частиц 
в аксиально-симметричном магнитном поле 

 
Фокусировку пучков в аксиально-симметричном магнитном по-

ле проще всего продемонстрировать на примере параксиального 
пучка электронов, скорость которых вдоль оси системы много 
больше скорости в радиальном направлении z rV V>> . На электрон 

в магнитном поле действует сила Лоренца eF V B
c

= − ×
G G G

. Радиаль-

ная составляющая этой силы является фокусирующей: 
( )/r zF e c V Bϕ= −  (рис. 3.32). Азимутальная составляющая скорости 

электрона появляется за счет азимутальной составляющей силы 
Лоренца: ( )( ) ( )/ /z r r z z rF e c V B V B e c V Bϕ = − + ≈ − , так как z rV V>> . 
Составляющая скорости zV  не 
меняет знака, радиальная со-
ставляющая магнитного поля 
Br может менять знак, при этом 
азимутальная составляющая 
скорости электрона Vϕ  будет 
уменьшаться (вращение замед-
ляться), но направление вра-
щения никогда не меняется, 
поэтому фокусирующая со-
ставляющая силы Лоренца rF  
всегда сохраняет знак. Таким образом, магнитная линза – всегда 
собирающая. Скорость частицы в цилиндрической системе коор-
динат разложим по компонентам: 1 2 3 1r zV V e V e V e reϕ= + + = +

G G G G G�  

2 3r e ze+ ϕ +G G� � , тогда ускорение: 1 1 2 2 2V re re r e r e r e= + + ϕ + ϕ + ϕ +
G G G G G G� � �� �� ��� � �  

3 3ze ze+ +G G��� �  или ( ) ( )2
1 2 32V r r e r r e ze= − ϕ + ϕ + ϕ +

G G G G� � � ���� � �� , где 1e =G�  

1
20

lim
t

e
e

tΔ →

Δ
= = ϕ

Δ

G
G� ; 2

2 10
lim
t

e
e e

tΔ →

Δ
= = −ϕ

Δ

G
G G� � . Уравнения движения элек-

Рис. 3.32. Фокусировка в аксиаль-
но-симметричном магнитном поле 
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тронов в магнитном аксиально-симметричном поле ( ),r zB B B=
G

, 
0Bϕ =  можно записать в виде системы: 

 ( ) ( )

2

2

радиальное движение;                 

1 азимутальное движение;

 продольное движение.                           

z

r z

r

er r r B
mc

d er zB zB
r dt mc

ez r B
mc

⎧ − ϕ = − ϕ −⎪
⎪⎪ ϕ = − − −⎨
⎪
⎪ = ϕ −⎪⎩

� ���

� � �

���

 (3.6) 

По теореме Гаусса: ( )22 0r z dz zrB dz r B B+π + π − = , где первое 
слагаемое – поток через боковую поверхность условного цилиндра, 

а второе – разность потоков через торцы, тогда 
2

z
r

dBrB
dz

= − . Учтем 

это соотношение при записи уравнений движения. 
Рассмотрим второе уравнение для азимутального движения: 

21
2

z
z

dBd d e dz r drr B
r dt dt mc dt dz dt

ϕ ⎛ ⎛ ⎞ ⎞⎛ ⎞ = − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎜ ⎟ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎝ ⎠ ⎠
, т.е. 2d dr

dt dt
ϕ⎛ ⎞ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

2

2
z

z
dBe r drzB

mc dt dt
⎛ ⎞

= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

; следовательно, 
2

2

2 z
d e rd r d B
dt mc

⎛ ⎞ϕ⎛ ⎞ = + ⇒⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

2 2
2 2 const

2 2z z
d e r d erd r d B r B
dt mc dt mc

⎛ ⎞ϕ ϕ⎛ ⎞⇒ = + ⇒ = +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. Тогда мож-

но записать: 

 
2

zeBd
dt mc
ϕ =  –  (3.7) 

частота так называемой ларморовской прецессии. Линейная ско-
рость V rϕ = ϕ�  пропорциональна r, угловая скорость от расстояния 
не зависит, т.е. картинка вращается как целое.  

Рассмотрим движение вдоль оси z: 
2

2 ,
2

z
r

eBd z e r B
mc mcdt

⎛= ϕ = ϕ =⎜
⎝

� �  

2
2

2 22 4
z

r z
dBr e dBB B r
dz dzm c

⎞= − = −⎟
⎠

, т.е. 

 



334 

 
2 2

2
2 2 24

z
z

dBd z e B r
dzdt m c

= −  – (3.8) 

ускорение, пропорциональное 2.r   
Теперь рассмотрим движение по радиусу: 

2 2 2 22

2 2 2 2 24 2
z ze rB e Bd r r

dt m c m c
− = − , т.е. 

2 22

2 2 24
ze Bd r r

dt m c
= − . Перейдем от произ-

водной по t к производной по z: 
2

2 24
ze Bd dr dz d dz dr r

dt dt dt dz dt dz m c
⎛ ⎞= = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

, с 

учетом 2
z

dz eUV
dt m

= =  получим: 

 
2 22

2 28
ze Bd r r

dz mc U
= − . (3.9) 

Следует помнить, что траектория частицы закручивается, и дан-
ное уравнение описывает траекторию в плоскости, которая враща-
ется с ларморовской частотой.  

Проинтегрируем дифференциальное уравнение (3.7), представив 

его в виде: 
2

zeBd dz
dz dt mc
ϕ = , с учетом 2

z
dz eUV
dt m

= = , получим 

28 z
d e B
dt mc U
ϕ = , следовательно: 

  ( ) 28

b

z
a

ez B dz
mc U

ϕ = ∫ . (3.10) 

Таким образом, угол поворота в магнитной линзе:  

 
0

0,15 [рад] [Гс]
[ ]

b

z
a

B dz
U эВ

ϕ = ∫ . (3.11) 

Общие следствия из уравнений (3.9), (3.10): 
1) траектории рассчитываются только по значениям zB ; 
2) в уравнения входят заряд и масса, следовательно, разные час-

тицы двигаются по разным траекториям; 
3) уравнения однородны относительно r, следовательно, акси-

ально-симметричное поле есть линза; 
4) ускорение по радиусу всегда направлено к центру, т.е. маг-

нитная линза всегда – собирающая. 
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3.4.2. Параметры тонкой магнитной линзы 
 
Тонкая магнитная линза соответствует случаю, когда толщины 

линзы много меньше фокусных расстояний ( 1 2,  l lΔ << ), а магнит-
ное поле на оси быстро падает по ме-
ре удаления от линзы (рис. 3.33). 
Проинтегрируем уравнение (3.9):  

2
2

2 28

b b

z
a a

d r erdz B dz
dz mc U

= −∫ ∫ . 

Учитывая, что для тонкой магнит-
ной линзы ( ) ( ) ( )( [ , ]r a r z r b z a b≈ ≈ ∈ , 
получим: 

2
28

b

z
b a a

dr dr er B dz
dz dz mc U

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ∫ . 

При отсутствии магнитного поля слева и справа от линзы ( 0zB = ) 

можно принять ( )
1

tg
a

r adr
dz l

⎛ ⎞ = α =⎜ ⎟
⎝ ⎠

; ( )
2

tg
b

r adr
dz l

⎛ ⎞ = − β = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

, тогда 

( ) ( ) ( ) 2
2

2 1 8

b

z
a

r a r a er a B dz
l l mc U

+ = ∫ . Если сопоставить это уравнение с 

уравнением для тонкой оптической линзы: 
1 2

1 1 1
l l f

+ = , то получим 

величину оптической силы:  

 2
2

1
8

b

z
a

eD B dz
f mc U

= = ∫ . (3.12) 

Для фокусного расстояния: 

 2

0

1 1 0,022 [Гс]
см [эВ]

b

z
a

B dz
f U
⎡ ⎤ =⎢ ⎥⎣ ⎦ ∫ . (3.13)  

Найдем оптическую силу для магнитной линзы витка с током 
(рис. 3.34), магнитное поле которого рассчитывается по известному 
закону Био – Савара: 

 

 

Рис. 3.33. Траектория час-
тицы в магнитной линзе в
плоскости, вращающейся с 
частотой ларморовской
прецессии 
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( )0 3/22

21

mH
H z

z
R

=
⎛ ⎞

+⎜ ⎟
⎝ ⎠

,    2
m

IH
cR
π= . 

Подставив это выражение в (3.12), полу-
чим, что оптическая сила определяется 
из соотношения: 

2 2 3 2

2 2 2 2

2

1 3
2 161

eI dz eI
f mc UR z mc UR

R

∞

−∞

π π= =
⎛ ⎞

+⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ , 

а фокусное расстояние – из соотношения: 

 0
2

 [эВ]  [см]
 [см] 96,8

 [A]
U R

f
I

≈ . (3.14) 

Угол поворота ( )
8 8

e eH z dz I
mcU mcU

∞

−∞

ϕ = =∫ . Для катушки из N 

витков вместо I берем NI, так что фокусное расстояние:  

 0
2

 [эВ]  [см]
 [см] 96,8

(  [A])
U R

f
NI

≈ . (3.15) 

Угол поворота для катушки из N витков:  

 
0

 [A] [рад] 10,7
 [эВ]

NI
U

ϕ ≈ . (3.16) 

 
3.4.3. Аберрация электронных линз 

 
Ранее было показано, что в аксиально-симметричных системах 

точная фокусировка происходит для параксиальных пучков. При 
фокусировке широких или расходящих-
ся пучков качество изображения ухуд-
шается из-за расфокусировки как уда-
ленных от оси электронов, так и расхо-
дящихся (рис. 3.35). Такие искажения 
изображения называются геометриче-
ской аберрацией.  

 

Рис. 3.34. Магнитная 
линза витка с током 

 

Рис. 3.35. Геометрическая 
аберрация 
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К геометрическим же аберрациям относят искажение 
ния вследствие нарушения аксиальной симметрии электронно-
оптической системы. Другим источником аберраций является 
емный заряд электронного пучка, который, как правило, не облада-
ет аксиальной симметрией. 

Качество изображения может существенно ухудшаться вследст-
вие неоднородности скоростей электронов, в этом случае 
аберрацию называют хроматической (рис. 3.36).  

 

 
Рис. 3.36. Хроматическая аберрация 

 
Величина отклонения электронов зависит от скорости электро-

нов, чем больше скорость, тем меньше они отклоняются. 
 

3.4.4. Электронные микроскопы 
 
Преимущество электронного микроскопа перед оптическим за-

ключается в его гораздо большей разрешающей способности. Раз-
решающая способность оптического микроскопа ограничена явле-
нием дифракции (рис. 3.37). Вследствие дифракции света на крае 
отверстия диафрагмы вместо точечного изображения возникнет 
пятно (размытое изображение) и дифракционные круги. Невоз-
можность  снижения  дифракции  лучей  путем  уменьшения  дли-
ны  волны  для  оптического  микроскопа  объясняется  ограничен-
ным  диапазоном  длин  волн  видимого  света.  Если  рядом  с  ис-
точником  О  помещен  другой  источник  ,O′   то  их  изображения 
могут  наложиться  друг  на  друга.  Расстояние  d – расстояние  
между  источниками,  когда  круги  изображения  не  перекрывают-
ся, и называется разрешающей способностью. Разрешающая спо-

собность  определяется  соотношением: 0,61
sin

d
n u

λ= ,  где  λ  –  длина 
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волны света; n – показатель прелом-
ления среды между предметом и 
линзой; u – апертура (угол при вер-
шине конуса). Наилучший случай 
для ~ 70 ,   1,5u n° =  (кедровое мас-
ло), 55 10−λ = ⋅  см – длина волны 
средней части видимого света, 

5~ 2 10 см 0,2 мкмd −⋅ =  (можно уви-
деть микробы и бактерии, но нельзя 
увидеть вирус). Если перейти на 
ультрафиолет, используя кварц 
(стекло не пропускает), 0,2мкм,λ =  

~ 0,1мкмd  (всего в 2 раза). Для 
меньших длин волн излучение по-
глощается вплоть до рентгена, но 
рентгеновские лучи не преломляют-
ся. В электронных микроскопах 
возможно уменьшать длину волны 
де Бройля λ = h/(mv) до нескольких 
ангстрем путем использования ус-
коренных электронов высоких на-
пряжений (до нескольких десятков и 

даже сотен килоэлектрон-вольт). Длина волны электрона 
12,25 A

 [эВ]
h

mV U
λ = =

D
, для 10 кэВ,U =  0,1Aλ =

D
, т.е. разрешение в 

50000  раз лучшее.  
Рассмотрим электронный микроскоп просвечивающего типа 

(рис. 3.38). Исследуемый объект просвечивается пучком моно-
хроматических электронов. Диафрагма D задерживает электроны, 
которые рассеялись на большие углы. Просвечивающий микроскоп 
формирует светопольные изображения (рис. 3.38, а), когда от менее 
рассеивающих участков изображение более светлое. Если напра-
вить электронный пучок на предмет под некоторым углом к глав-
ной оптической оси электронно-оптической системы, так, чтобы 
нерассеянные электроны не попадали в отверстие диафрагмы, то 
будет формироваться темнопольное изображение  (см. рис. 3.38, б), 

 

Рис. 3.37. Дифракция в опти-
ческой линзе: D – диафрагма 
(справа объектива); I – ин-

тенсивнось 
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Рис. 3.38. Просвечивающий микроскоп, формирующий изображения: 

а – светопольные, б – темнопольные 
 
когда от более рассеивающих участков изображение более светлое. 
Для получения больших увеличений одной линзы не достаточно, 
поэтому в электронном микроскопе (рис. 3.39) первичное изобра-
жение объекта после первой объективной линзы попадает в фо-
кальную плоскость второй проекционной линзы, которая дает уве-
личенное изображение объекта на экране. Одним из существенных 
требований к электронному микроскопу является поддержание в 
области линз высокого вакуума (порядка 10–4÷10–5 мм рт. ст.), так 
как при таких высоких напряжениях возможно возникновение 
электрического разряда, нарушающего необходимое распределение 
потенциала.  

Поэтому электронный микроскоп откачивается высоковакуум-
ным насосом. Разрешающая способность электронного микроскопа 
ухудшается при нарушении моноэнергетичности пучка электронов. 

Монохроматичность электронного пучка нарушается из-за ко-
лебаний ускоряющего напряжения и разброса энергий электронов, 
излучаемых накаленным катодом. В магнитном электронном мик-
роскопе колебание силы тока в обмотке линз приводит к дополни-
тельному размытию изображения. Если магнитные линзы заменить 
на одиночные электрические, то микроскоп называется электро-
статическим просвечивающим. Для повышения контрастности при 
просвечивании органических объектов иногда применяют напыле-
ние металла (Cr, Pa). 
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Рис. 3.39. Магнитный электронный микроскоп 
 
Отражательный электронный микроскоп (рис. 3.40) служит для 

получения изображения поверхности непрозрачных тел.  
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В отражательном микроскопе 
исследуемый объект облучается 
пучком электронов, падающих под 
небольших углом к поверхности. 
Изображение предмета формиру-
ется отраженными от поверхности 
электронами. Разрешающая спо-
собность ухудшается при увели-
чении угла падения, так как воз-
растает разброс по энергиям отра-
женных от поверхности электро-
нов. Отражательный электронный 
микроскоп часто используется для 
изучения поверхности металлов 
после их модификации. Для изу-
чения поверхности металлов, по-
мимо отражательных микроско-
пов, последнее время широкое 
применение получили эмиссион-
ные (полевые) электронные мик-
роскопы, в которых поверхность 

металла выступает в качестве эмитирующей электроны поверхно-
сти катода. Эмиссия электронов с острых выступов поверхности 
гораздо больше, чем с гладкой поверхности, следовательно, эти 
участки хорошо будут видны на экране. Разрешающая способность 
эмиссионных микроскопов улучшается с увеличением приклады-
ваемого к катоду напряжения. 

 
3.5. Ограничение тока объемным зарядом 

 
3.5.1. Формула Чайльда – Ленгмюра для плоских  

и цилиндрических электродов 
 
 В промежутке длиной d между плоскими катодом и анодом 

распределение потенциала в вакууме линейно: ( ) ( ) xx U a
d

ϕ =  (это 

распределение является решением уравнения Лапласа 0).Δϕ =  По 
мере увеличения плотности тока объемный заряд ρ(x) в промежут-

 

Рис. 3.40. Отражательный  
электронный микроскоп 
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ке растет, изменяя распределение потенциала и приводя к возник-
новению вблизи поверхности катода потенциального барьера –
«виртуального катода», от которого электроны отражаются 
обратно на катод (рис. 3.41). Для 
определения распределения потен-
циала в промежутке необходимо 
решать уравнение Пуассона Δϕ =  

4 ( )x= − πρ  с учетом того, что плот-
ность тока в промежутке j V= −ρ , 
где V – скорость заряженных час-
тиц. Если считать, что электроны 
эмитируются с катода с нулевой 
скоростью (тепловая энергия эмис-
сионных электронов много меньше 
энергии, приобретаемой в проме-
жутке), то устойчивым является ре-
жим, когда «виртуальный катод» не образуется, а электрическое 

поле на поверхности катода равно нулю: 
0

0
x

d
dx =

ϕ = . При таком 

граничном  условии  в  режиме  ограничения  тока  объемным  за-
рядом будем искать решение уравнения Пуассона: 

2

2
4 4 14

2
d j j

V edx
m

ϕ π π= − πρ = =
ϕ

, где было учтено, что при нулевой 

начальной скорости: 
2

2
mV e= ϕ . Домножим левую и правую часть 

уравнения и приведем к виду: 
2

2
4 1 | 2

2
d j d dx

dxedx
m

ϕ π ϕ= × ⇒
ϕ

 

2 28d md d j
dx e

⎛ ⎞ϕ⎛ ⎞⇒ = π ϕ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. Проинтегрируем последнее уравне-

ние: 
2 28d mj C

dx e
ϕ⎛ ⎞ = π ϕ +⎜ ⎟

⎝ ⎠
. Константа интегрирования 0C = , 

 
Рис. 3.41. Распределение по-
тенциала в плоском диоде в
режиме возникновения вир-
туального катода  
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так как 
0

0
x

d
dx =

ϕ = . Получим дифференциальное уравнение: 

1/44 28d mj
dx e
ϕ = π ϕ . После его интегрирования с тем же граничным 

условием получим распределение потенциала в промежутке в виде: 

 ( )
4/3

.a
xx U
d

⎛ ⎞ϕ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (3.17) 

Распределение в промежутке абсолютного значения напряжен-
ности электрического поля:  

( )
1/34 .

3
aU xE x

d d
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (3.18)  

Плотность электронного тока, который можно пропустить через 
промежуток ограничена величиной, зависящей от напряжения на 
аноде Ua и от расстояния между катодам и анодом d:  

 
3/2 3/2

2 6
3/2 2 2

[В]2[А/см ] 2,33 10
9 [см]

a a

e

U Uej
m d d

−= = ⋅
π

.  (3.19) 

Это соотношение получило название закона Чайльда – Ленгмюра, 
или закона «3/2». Для ионного тока: 

 
3/2 3/2

2 2
[В]2[А/см] 5,46

9 [а.е.м.] [см]
a a

i
i i

U Uej
M d M d

= =
π

. (3.20) 

Для цилиндрического диода (рис. 3.42) уравнение Пуассона 
примет вид: 

1 1 4dr
r dr dr

ϕ⎛ ⎞ = − πρ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  или  
2

2
1 4d d
r drdr

ϕ ϕ+ = − πρ .  

В приближении ( )0  k
d r r
dr
ϕ → >>  и с уче-

том j V= −ρ , 0 0V = , 2eV
m

ϕ= , получим 

уравнение для потенциала: 
2

2
4 1

2
d j

edr
m

ϕ π≈
ϕ

, 

приближенное решение которого аналогич-Рис. 3.42. Цилинд-
рический диод 
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но решению для плоского диода: 
3/2

2
2

9
ej
m r

ϕ≈
π

. Линейная плот-

ность тока через диод на расстоянии r: 
3/22 22

9
eI rj
m r

ϕ= π ≈ , а 

полный ток, приходящий на анод: 
3/2

2
2

9
a

a a a
a

eI J l S
m r

ϕ
= ≈

π
, где 

2a aS r l= π  – площадь анода. Точное решение было получено Богу-
славским в 1923 г.: 

 
3/2

3/2
2 2

2
9

a a

a
a

k

U SeI
m rr

r

=
π ⎛ ⎞

β ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (3.21) 

Это формула Ленгмюра – Богуславского, где a

k

r
r

⎛ ⎞
β⎜ ⎟
⎝ ⎠

 – функция Бо-

гуславского, ra и rk – радиусы анода и катода соответственно. Та-
ким образом, для цилиндрического диода предельная величина то-
ка, который можно пропустить через диод, так же как и для плос-
кого диода, зависит от напряжения на аноде, как степень «3/2», но, 
помимо обратной зависимости от квадрата расстояния между като-
дом и анодом, есть еще зависимость, 
описываемая функцией Богу-
славского. Зависимость квадрата 
функции Богуславского от отноше-
ния радиусов показана на рис. 3.43. 

Из графика видно, что при 8a

k

r
r

>  

const 1β ≈ ≈ .  
 

3.5.2. Образование виртуального катода 
 

В случае, когда начальная скорость эмитированных электронов 
не равна нулю, минимум распределения потенциала будет нахо-
диться на некотором расстоянии mx  от поверхности катода 
(рис. 3.44),  т.е.  возникает  так  называемый  «виртуальный  катод». 

Рис. 3.43. Квадрат функции 
Богуславского 
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Это название возникло с точки зрения 
места, с которого как бы происходит 
эмиссия электронов. Электроны, поки-
дающие катод, как было показано ранее, 
имеют модифицированное распределе-
ние Максвелла. Часть электронов, 
имеющих энергию более высоты потен-
циального барьера (значения потенциала 
в минимуме), продолжает движение к 
аноду, другая часть отражается от барье-
ра обратно к катоду. Глубина потенци-

альной ямы «виртуального катода» равна средней кинетической 
энергии электронов. Уравнение Пуассона с учетом V0 ≠ 0 примет 

вид: 
2

2

0 2
0

4 4
21

d j j
V edx V

mV

ϕ π π= =
ϕ+

. Сделаем замену: 2
00

2e e
WmV

ϕ ϕψ = =  – 

безразмерный потенциал, 0W  – начальная энергия электронов. 
Чтобы получить безразмерное уравнение, нужно обезразмерить и 
координату x, например на расстояние до «виртуального катода» 

mx . Определим mx  из условия: 
3/2

2
2

9
m

m

ej
m x

ϕ
=

π
, следовательно, 

( ) 31/4 3/4
3/4 3/2 0

01/4
22 1

9 9 2 18m m
mVee mx V

j m j e ejm
⎛ ⎞= ϕ = =⎜ ⎟π π π⎝ ⎠

. Безразмер-

ное расстояние 
m

x
x

ξ = . Перепишем уравнение Пуассона в безраз-

мерных величинах: 
2

2
4 1
9 1

d
d

ψ =
+ ψξ

. Домножим его на 2 d d
d
ψ ξ
ξ

 и 

запишем в виде: ( )
2 16 1

9
dd d
d
ψ⎛ ⎞ = + ψ⎜ ⎟ξ⎝ ⎠

. После интегрирования 

получим 44 1
3

d C
d
ψ = + ψ +
ξ

, причем С = 0, так как 
1

0d
d ψ=−

ψ =
ξ

. То-

гда 
4

4
31

d dψ = ξ
+ ψ

, после интегрирования получим 4/3( 1) 1ψ = ξ − − . 

Рис. 3.44. «Виртуальный 
катод» 
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Возвращаясь к размерным величинам, получим распределение по-

тенциала ( )

4/3
0 0

4/3
0 0

,   ;

,   .                     

m
a m

m

m
m

m

W x x W
U x x

e d x e
x

W x x W
x x

e x e

⎧ −⎛ ⎞⎛ ⎞⎪ + − ≥⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎝ ⎠⎪ ⎝ ⎠ϕ = ⎨
−⎛ ⎞⎪

− <⎜ ⎟⎪
⎩ ⎝ ⎠

 

 
3.5.3. Транспорт потока заряженных частиц  

в пролетном промежутке (неустойчивость Бурсиана) 
 
Плотность тока заряженных 

частиц в пролетном промежутке 
между электродами с одинаковым 
потенциалом также ограничена из-
за собственного объемного заряда 
и, соответственно, потенциала пуч-
ка. Рассмотрим эту задачу (задачу 
Бурсиана) на примере потока в 
пролетном промежутке длины d 
ионов массы M, ускоренных до 
этого в плоском диоде потенциа-
лом U0 (рис. 3.45). Распределение 
потенциала в промежутке задается 
уравнением Пуассона:  

1/2

0 0

0

44 1224
1

ii MM jj ee
U U

U

⎛ ⎞ππ ⎜ ⎟
⎝ ⎠′′ϕ = − πρ = − = − ⋅

− ϕ ϕ−
. 

Введем безразмерные величины: 
0U

ϕψ =  и 
d

x
r

ξ = . Размерность dr  

определяется из соотношения: 

1/2

3/2 2
0

4
12

i

d

M
j

e
U r

⎛ ⎞π ⎜ ⎟
⎝ ⎠ = . С учетом 

0j neV=  получим: 

 
Рис. 3.45. Транспорт потока 

ионов
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3/42
0

3/4 2
0 0

1/4 1/4 2

2

4
4 4

2 2

i

i
d

i i

M V
eU M V

r
neM M

j j
e e

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠= = =

π⎛ ⎞ ⎛ ⎞π π⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

.  (3.22) 

 Это так называемый дебаевский радиус пучка.   
Перепишем уравнение Пуассона в безразмерных величинах и 

домножим на 2 d′ψ ⋅ ξ : 1 | 2
1

d′′ ′ψ = − × ψ ⋅ ξ
− ψ

. После интегрирова-

ния получим ( )2 4 1 C′ψ = − ψ + . Константу интегрирования опре-

деляем из граничного условия: 2
0 0 0| 4E C Eψ=′ψ = ⇒ = − . С   учетом 

этого ( ) ( )2 2
04 1 1 E′ψ = − ψ − + . Советский физик В.Р. Бурсиан по-

казал, что решение устойчиво, если 0
0

2dE
d
ψ= <
ξ

. При 0 2E = , 

т.е. max
3
4

ψ = , развивается неустойчивость Бурсиана, и потенциал 

скачком возрастает до 1ψ =  ( )0Uϕ = , ток обрывается. Распределе-
ние потенциала до развития неустойчивости задается уравнением: 

( ) 2
04 1 1

d d
E

ψ = ξ
− ψ − +

, которое можно переписать в виде: 

( ) 2
0 04 1 1

d

E

ψ ψξ =
− ψ − +

∫ . Условие устойчивости 0 2E <  соответ-

ствует условию на максимальную длину пролетного промежутка: 
4 2

3 d md r d< = . Экстремальное значение dm соответствует крити-

ческому значению максимума потенциала: Um = (3/4)U0. При воз-
растании плотности ионного тока дебаевский радиус пучка соглас-
но (3.22) уменьшается, потенциал в пролетном промежутке будет 
возрастать до Um, затем скачком возникает «виртуальный анод» с 
Um = U0, от которого произойдет отражение части ионов обратно в 
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сторону источника, в результате чего ток на коллектор уменьшится 
в 4,5 раза. Таким образом, ток в пролетном промежутке ограничен 
током Бурсиана:  

 
3/2
0

max Б 3/22
8 2 8

9 i

Uej j j
M d

= = =
π

. (3.23) 

Механизм неустойчивости Бурсиана связан с положительной об-
ратной связью между частицами пучка и внешней электрической 
цепью, когда повышение потенциала пучка на малую величину ав-
томатически вызывает дальнейшее его повышение. Эта связь воз-
никает, когда дебаевский радиус пучка становится меньше рас-
стояния между электродами.  

 
3.5.4. Предельный ток нейтрализованных пучков (ток Пирса) 

 
Даже в случае скомпенсированного пучка электронов, когда 

пространственный заряд электронов в пролетном промежутке 
скомпенсирован ионами (задача Пирса), возникает ограничение на 
максимально возможную плотность тока из-за неустойчивости, 
также приводящей к образованию виртуального катода и запира-
нию пучка. Физическая причина неустойчивости Пирса та же, что и 
неустойчивости Бурсиана, – положительная обратная связь элек-
тронов пучка с электронами внешней электрической цепи, которая 
возникает, если дебаевский радиус пучка становится меньше рас-
стояния между электродами. Качественно эти неустойчивости 
сродни пучковой неустойчивости, при которой энергия направлен-
ного движения передается в энергию плазменных колебаний. 

Пучковая неустойчивость возникает, 

когда 0ekV ≈ ω , где 
хар

2k
L

π= , харL  – 

характерная длина развития неустойчи-
вости; 0ω  – плазменная частота (часто-
та ленгмюровских колебаний). Макси-
мальная плотность потока электронов, 
ограниченная неустойчивостью Пирса: 
П max крит ej j en V= = ⋅ , где критическое Рис. 3.46. Компенсиро-

ванный поток электронов
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значение критn  определяется из соотношения 
2

крит4 n e
m

π
 

( )2
2
0крит 1/3

1

e

e

i

kV

m
M

= ω =
⎛ ⎞

+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, где 2k
d
π= , в итоге предельная плотность 

тока (ток Пирса) равна:  

 
3/2 2
0

П 3/21/3 2
2 9

4
4 1 ee

i

Uej j
m dm

M

π π= ≈
⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟+ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

. (3.24) 

 
3.6. Формирование потоков заряженных частиц  

большой плотности 
 

3.6.1. Изменение формы пучка под воздействием  
собственных электрических полей 

 
Ленточный пучок ионов 

 
Основной проблемой транспортировки интенсивных пучков за-

ряженных частиц является их расхождение под действием собст-
венного объемного заряда. Для отыскания формы пучка необходи-
мо решать уравнение Пуассона (для ленточного пучка двумерное): 

2 2

2 2 4 ( , )d U d U x y
dx dy

+ = − πρ , а также уравнение движения для гранич-

ной заряженной частицы. В случае бесконечного ленточного пучка 
(рис. 3.47), у которого ширина значительно больше толщины d, для 

определения электрического поля 
на границе вместо уравнения Пуас-
сона можно использовать теорему 
Гаусса о равенстве потока электри-
ческого поля через поверхность и 
заряда, заключенного в объеме, ог-
раниченном этой поверхностью: Рис. 3.47. Бесконечный лен-

точный пучок 
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div 4E = πρ∫ ∫ 2 4n x
S

E dS E y z x y z
↓

⇒ = Δ Δ = πρΔ Δ Δ∫   (теорема Гаусса). 

Линейная плотность тока пучка (ток на единицу ширины беско-
нечного ленточного пучка): eJ jd V d= = ρ . Тогда напряженность 
электрического поля на границе: 2 2xE x d= πρΔ = πρ =  

2

z

J
V
π=

0

2
2

i

J
qU
M

π= , где 
2

02
i zM V

qU= . Уравнение движения вдоль оси 

x:  

 ( ) x

i

qE
x t

M
=�� ; 

2 2
2

2 2z
d x d dx dz d dz dx d xV

dt dt dt dz dt dzdt dz
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⇒ 

 
1/22

2 3 3/2 1/2 3/2
0

22
2

i

i z

JMd x q J p
dt M V q U

π⋅ π
⇒ = = = . 

Граничные условия: 
0

tg
z

dx
dz =

= − γ , где 

γ – угол сходимости пучка на входе, т.е. 
угол между направлением скорости гра-
ничного электрона и направлением рас-
пространения пучка по оси z: 

( ) 2
0tg tg

2
dx ppz x z x z z
dz

= − γ → = − γ ⋅ + . 

При tg 0γ =  влетает горизонтальный пучок. Местоположение 
самого узкого в поперечном размере участка пучка, так называемо-
го «кроссовера» (рис. 3.48), определяется из условия: 

0dx
dz

= ,    кросс
tg z

p
γ= ; 

2
2

кросс  кросс 0 0
tg2 | 2 tg 2

2z
px x x z z x

p
γ⎛ ⎞Δ = = − γ ⋅ + = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

При 
2

0
tg
2

x
p
γ=  кросс 0xΔ = . 

Рис. 3.48. Сечение лен-
точного пучка 
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Если до входа в пролетный промежуток пучок прошел через 
электростатическую линзу при 0z = , которую можно считать тон-

кой, то 0tg 
x
f

γ = − , где f – фокусное расстояние. Тогда 

( ) 20
0 2

x px z x z z
f

= − ⋅ + ,   0
кросс

x
z

fp
= ,   

2
0

кросс 0 22
x

x x
f p

Δ = − . 

 
Цилиндрический пучок 

 
Для цилиндрического пучка 

(рис. 3.49), влетающего в пролетный 
участок параллельно оси z с началь-
ным радиусом r0, теорема Гаусса при-
мет вид ( ) 22 4rE r rπ = πρ⋅ π . 

Пусть 2 2I j r V r= ⋅ π = ρ ⋅ π  – пол-
ный ток пучка, ускоренного потенциа-
лом U0. Тогда напряженность элек-
трического поля на границе пучка: 

22r
z

IE r
V r

= πρ = . Сила Лоренца, дейст-

вующая на заряженную частицу на 
границе пучка, существенно меньше 
электрической силы. Покажем это. 

4rot H j
c
π=

G
 42 IrH

c
π

⇒ π = ⇒ 

2IH
rc

⇒ =  – 

собственное магнитное поле цилиндрического пучка (рис. 3.50). 
Сила, действующая со стороны этого магнитного поля,  

2
2 z

m z
V Iq qF V H

rc
= =

ε
.  

Электрическая сила: 2
Э

z

qIF qE
V r

= = ; 

Рис. 3.49. Сечение цилин-
дрического пучка 

 

Рис. 3.50. Собственное 
магнитное поле цилиндри-

ческого пучка 
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суммарная сила:    
2

Э 2
2 1 z

m
z

VqIF F F
V r c

⎛ ⎞
= + = +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

Так как Э  z mV c F F<< ⇒ << . 
Умножим уравнение движения в радиальном направлении на 

2rdt� : 
2 2
z

IMr q r dt
V r

= × ⋅�� �  ( )2 4 ln
i z

Iqd r d r
M V

⎛ ⎞
⇒ = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
� 2 4 ln

i z

Iqr r C
M V

⇒ = +� . 

1. Рассмотрим случай 0| 0r =� (параллельный пучок): 

( )2

0

4 ln
i z

Iq rr
M V r

=� ;    
N 0

4 ln

z
i z

V

dz dr Iq r
dt dz M V r

= . 

Обозначим  
0

r
r

= ξ , тогда с учетом 
1/2

02
z

i

qU
V

M
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

получим уравне-

ние 
1/2 1/4

3/4 3/4 3/4
0 00

24 .
ln 2

i

i z

I Md Iq dz dz
M V r rq U

ξ = =
ξ

 Нашли зависимость, описы-

вающую профиль пучка: ( )
01/4 3/4

0
0 1/2

12 ln

r
r

i

Uq dz r r
M I

⎛ ⎞ ξ= ⎜ ⎟ ξ⎝ ⎠
∫ . 

2. Рассмотрим случай 0| tgzr V= α�  для сходящегося пучка, вхо-
дящего в пролетный промежуток под углом α к оси z: 

( )2 2 2

0

4 ln tgz
i z

Iq rr V
M V r

= + α� ( )
0

0
1 ln

r
r

z
dz r r V

a b
ξ→ =
ξ +∫ , 

где 4

i z

Iqa
M V

= ,   2 2tgzb V= α . 

Положение кроссовера определяется из условия: 0r =� . Коорди-

ната положения кроссовера: 

min
0

кросс 0
1 ln

r
r

z
dz r V

a b
ξ=
ξ +∫ . Радиус 
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пучка в наиболее узком месте (в кроссовере) определяется из соот-

ношения: 
2 2

min 0
tg

exp
4

z i zV M V
r r

Iq
⎧ ⎫α ⋅ ⋅⎪ ⎪= −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

, следовательно, min 0r ≠  

никогда.  
 

3.6.2. Пирсова оптика 
 
При решении задачи получения интенсивных электронных и 

ионных пучков возникает проблема расхождения пучков под дей-
ствием собственного объемного заряда. Задача подбора такой элек-
тродной системы, чтобы можно было сформировать параллельный 
пучок, была впервые сформулирована и решена Пирсом. Впослед-
ствии такие системы получили название пушек Пирса. Рассмотрим 
плоскую систему. Для одномерного случая ускорения бесконечно-
го потока электронов ( ) 4/3U x Ax= . 

Для двухмерного ленточного 
пучка на его границе ( ),U x y  
должно выполняться условию: 

0
0U

y
∂ =
∂

, тогда электродная гео-

метрия будет преодолевать рас-
талкивающее действие объемного 
заряда (рис. 3.51). При 0y >  по-
тенциал ( ),U x y  должен удов-
летворять уравнению Лапласа: 

2 2

2 2 0.U U
x y

∂ ∂+ =
∂ ∂

 Реальная часть лю-

бой аналитической функции ком-
плексной переменной ( )f x iy+  будет удовлетворять как уравне-
нию Лапласа, так и граничному условию, так как 

( )( ) ( ) ( )( )1Re
2

f x iy f x iy f x iy+ = + + − . Учитывая, что при 0y =  

функция должна удовлетворять условию ( ) 4/3,U x Ax=  оправдано 

Рис. 3.51. Формирование нерас-
ходящегося ленточного пучка 
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взять ( ) ( )( )4/3, ReU x y A x iy= + . Полагая, что потенциал первого 

электрода равен нулю ( ), 0U x y = , получим профиль первого элек-
трода с учетом свойств комплексных чисел: 

( )cos sinz z i= α + α ;    ( )cos sinnnz z n i n= α + α ; 

( ) 4/34/3 4Re cos 0
3

z z= α = , следовательно, 4
3 2

πα = ;    3
8
πα = . 

Угол наклона плоскости катода (U = 0) к направлению распро-
странения пучка: arctg (y/x) = 3π/8 = 67,5°. Полагая потенциал  

( ), aU x y U= : 

( ) ( )
4/3 2/32 2 2 24 4cos cos arctg

3 3a a
xx y U x y U
y

⎛ ⎞+ α = → + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 – 

уравнение для определения геометрии электродов. 
 

3.6.3. Источники электронных пучков (электронные пушки)  
с термокатодом 

 
Электронных пушек с термокатодами для создания пучков элек-

тронов в бытовой аппаратуре (кинескопы) и для различных анали-
тических применений разработано огромное количество. Типичная 
схема электронной пушки такого рода приведена на рис. 3.52.  

 

 
Рис. 3.52. Электронная пушка с фокусировкой пучка: 1 – подогревной 
катод; 2 – анод; 3 – электронные линзы; 4 – отклоняющие пластины для 

сканирования электронным пучком 
 
На рис. 3.53 показан внешний вид автономной встраиваемой 

электронной пушки, смонтированной на фланце Ду 50.  
Такая пушка рассчитана на работу в сверхвысоком вакууме и 

дает электронный пучок с током несколько микроампер, сфокуси-
рованный в пятно около десятков микрометров. Отклоняющие пла-
стины допускают сканирование пучка, поэтому такую пушку мож-
но использовать не только для анализа поверхности в оже-
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Рис. 3.53. Встраиваемая элек-
тронная пушка, используемая
для анализа поверхности мате-
риалов. Фокусирующая и откло-
няющая системы закрыты кожу-
хом 

электронах, но и для получения 
растрового изображения поверх-
ности путем измерения тока в 
цепи мишени. (Коэффициент 
вторичной эмиссии меняется в 
зависимости от угла падения 
электронов, поэтому при скани-
ровании участки с разным накло-
ном граней приведут к измене-
нию полного тока через мишень, 
формируя таким образом растро-
вое изображение на экране мони-
тора.)  

Сильноточные источники 
электронов применяются во мно-
гих областях техники. Хорошо известны мощные установки для 
электронной плавки и сварки металлов. Мощности в пучках элек-
тронов составляют десятки и сотни киловатт. В качестве примера 
рассмотрим электронную пушку с током в единицы ампер, которая 
может использоваться в подобных технологических задачах. 

Эта пушка предназначена для термоциклических испытаний ма-
териалов, применяемых в плазменных установках, а также для соз-
дания пучково-плазменных разрядов в мощных источниках плазмы 
и плазмохимических реакторах. Электронно-лучевая пушка может 
быть также использована для плавки и литья металлов, испарения 
материалов и нанесения покрытий.  

Устройство пушки показано на рис. 3.54.  
Основными элементами пушки являются: катодный узел с вы-

соковольтными керамическими изоляторами и анодный узел. Пуш-
ка формирует аксиально-симметричный пучок диаметром около 
1 см и током порядка 1 А. Нагрев эмиттера производится тепловым 
излучением в случае использования катодной таблетки из гексабо-
рида лантана LaB6 и вспомогательным электронным пучком (для 
таблеток из тугоплавких металлов пушки подогреваются электрон-
ной бомбардировкой с нити подогревателя). Мощность пушки ре-
гулируется мощностью подогрева катода, которая составляет до 
300 Вт. Кроме того, в пушке предусмотрен модулирующий элек-
трод,  позволяющий  менять  параметры   электронного   пучка   без 
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Рис. 3.54. Стационарная электронная пушка мощностью 30 кВт: 1 – узел 
катодных вводов; 2 – водоохлаждаемый канал; 3 – высоковольтный изо-
лятор; 4 – катод косвенного накала; 5 – анод; 6 – охлаждаемая линза 

 
изменения накала мощного катода. Основное преимущество три-
одного варианта пушки по сравнению с диодным состоит в том, 
что коммутация и модуляция мощного электронного пучка может 
производиться с помощью значительно менее мощного (на один-
два порядка) источника. Для формирования электронного пучка 
нужной конфигурации на выходе пушке устанавливают короткую 
катушку с магнитным полем ~ 2 кГс на оси. 

 Для того, чтобы обеспечить стационарную работу пушки мно-
гие ее узлы охлаждаются водой с общим расходом 5л/мин. Макси-
мальное давление в камере 
пушки 10–5 мм. рт. ст. Срок 
службы катода составляет 
примерно 50 ч. 

Все вакуумные разъемные 
соединения имеют медные уп-
лотнения, что позволяет при 
необходимости проводить про-
грев всех узлов для обезгажи-
вания и обеспечивать сверхвы-
соковакуумные условия в объ-
еме установки, с которой со-
единена пушка, ее внешний 
вид показан на рис. 3.55. 

Рис. 3.55. Внешний вид электрон-
ной пушки стационарной  

мощностью 30 кВт 
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Электронные пучки в радиотехнических приборах, 
используемых для генерации и усиления 

электромагнитных волн 
 
Электронные пушки применяются в самых разнообразных уст-

ройствах радиотехнического назначения для генерации и усиления 
электромагнитных волн (магнетроны, клистроны, лампы бегущей 
волны, лампы обратной 
волны и др.). Известны 
диодные и триодные элек-
тронные пушки. В основе 
их конструкции лежат 
пушки Пирса, формирую-
щие ленточные, цилинд-
рические, конические пуч-
ки. Пример такой пушки 
диодного типа, рассчитан-
ной на получение элек-
тронного пучка с энергией 
50 кэВ и плотностью тока 
в кроссовере в 100 раз 
больше, чем плотность то-
ка эмиссии катода, показан 
на рис. 3.56. 

Катод с поверхностью 
много большей кроссовера 
пучка имеет повышенный 
срок службы, так как дольше распыляется ионами остаточного га-
за, всегда присутствующими в вакуумном объеме пушки. 

Для улучшения сходимости электронного пучка применяют 
магнитное поле. Причем подбирают его конфигурацию так, чтобы 
локальное направление силовых линий поля совпадало с направле-
нием сил электростатической фокусировки (формирующая система 
с магнитным сопровождением).  

Наличие магнитного поля принципиально необходимо в радио-
технических источниках типа магнетронов, генерирующих элек-
тромагнитные волны в диапазоне десятки мегагерц – единицы ги-
гагерц. Длина воны излучения определяется электронной цикло-

Рис. 3.56. Электронная пуша Пирса: 1 –
изоляционная втулка; 2 – керамический 
стержень; 3 – подогреватель катода, 4 –
вогнутый сферический катод; 5 – анод;
6 – фокусирующий электрод 
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тронной частотой. На рис. 3.57 показан пример электронной магне-
тронной пушки, генерирующий с поверхности конического катода 
кольцевой пучок замагниченных электронов в скрещенных элек-
трическом и магнитном полях. 

Магнетронная пушка при-
меняется и в других приборах 
для генерации мощного элек-
тромагнитного излучения – 
клистронах и лампах бегущей 
волны. Помимо диодных пу-
шек широко распространены 
пушки с управляющими элек-
тродами – триодные пушки 
(рис. 3.58). Они позволяют 
формировать электронные пуч-
ки с более высоким значением 
первеанса I/U3/2 – главного по-
казателя, определяющего мощ-
ность пучка. С первеансом вы-
ше 7 мкА/В3/2 пучки считаются 
мощными.  

 

 
Рис. 3.58. Возможные схемы управления пучком электронов: Uc0 и Uc~ –
постоянная и переменная составляющие напряжения управляющего  

электрода 

Рис. 3.57. Электронная пушка маг-
нетрона: 1 – задний фокусирую-
щий электрод; 2 – анод; 3 – перед-
ний фокусирующий электрод; 4 –
подогреватель; 5 – катод 
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При нагреве плазмы в термоядерных установках на частоте 
ионного циклотронного резонанса необходима частота fci [МГц] ≈ 
≈ 15BZ/Ai, где B магнитное поле, Тл; Z – заряд иона в единицах за-
ряда; Ai – атомная масса иона. При полях 2 – 5 Тл для нагрева 
плазмы из изотопов водорода (А = 1 – 2) необходимы мощные ге-
нераторы частоты на 15 – 75 МГц. Для обеспечения большой мощ-
ности триодные пушки типов, показанных на рис. 3.56 и 3.58 «на-
бирают» в виде параллельно расположенных ячеек, каждая из ко-
торых формирует свой электронный пучок. Триодные лучевые 
триоды, собранные по такой схеме (24 – 48 ячеек) при напряжении 
~ 20 кВ и суммарном токе ~ 40 A обеспечивают ~ 500 – 1000 кВт 
мощности на таких частотах при КПД ~ 75 %. Разработанные к на-
стоящему времени тетроды выдают 2 МВт мощности в течении 
10 с при КПД 60 % и допускают регулировку в диапазоне от 30 до 
110 МГц. 
Клистроны используются как генераторы и усилители         

СВЧ-мощности, а так же как умножители частоты. Принцип их 
действия основан на взаимодействии с вводимой в прибор         
СВЧ-мощностью (рис. 3.59). Ускоренный анодным напряжением 
электронный пучок попадает в полость резонатора, к которой под-
водится СВЧ-мощность. В этой полости возбуждается ВЧ-напря-
жение, модулирующее электроны пучка по скорости: часть элек-
тронов тормозится, попадая 
в поле, направленное в тор-
мозящую полуволну ВЧ-
поля, а другая часть, при-
шедшая позже, ускоряется 
уже изменившейся по-
лярностью электрической 
составляющей ВЧ-поля. В 
пролетной трубе, где поле 
экранируется корпусом и 
сетками на входе и выходе, 
модуляция по скорости 
приводит к модуляции по 
пространственной плотно-
сти пучка. Центральный 
пассивный резонатор (в ко-

Рис. 3.59. Схема трехрезонаторного
клистрона: 1 – катод; 2 – фокусирую-
щий электрод; 3 – анод; 4 – пролетная 
труба; 5 – коллектор; 6 – поток элек-
тронов; 7 – объемные резонаторы  
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Рис. 3.60. Клистрон, 
используемый для 
нагрева плазмы

торый ВЧ-мощность извне не вводится) способствует дополни-
тельной группировке пучка. Проходя через выходной резонатор (на 
рис. 3.59 справа), пучок возбуждает в нем электромагнитное поле в 
соответствии с частотой следования сгустков электронов пучка. 
Большая часть электронов вблизи центра группирования тормозит-
ся в выходном резонаторе, преобразуя часть своей энергии в энер-
гию электромагнитного излучения в соответствии с законом, со-
гласно которому мощность индуцируемого заряженной частицей 
электромагнитного излучения пропорциональна квадрату ускоре-
ния тормозящейся частицы.  

Ограничения на ток в таких приборах связаны с влиянием про-
странственного заряда. На приведенном рисунке сходящаяся форма 

пучка способствует достижению им мак-
симальной плотности объемного заряда в 
нужном для прохождения через систему 
месте. 

Увеличению плотности тока может спо-
собствовать наложение сильного продоль-
ного магнитного поля. Мощность таких 
приборов определяется ограничениями по 
снятию тепла и составляет сотни киловатт 
(300 кВ, 300 А), а в импульсном режиме 
может достигать десятков мегаватт. Коэф-
фициент усилении, определяемый как от-
ношение входного сигнала СВЧ-мощности 
к выходному, доходит до 106. 

 Клистрон, применяемый для нагрева 
плазмы на токамаке ASDEX-U (Германия) 
на частоте 3,37 ГГц с поддерживаемой в 
течение 3 с мощностью 500 кВт, показан на 
рис. 3.60.  

 Широкополосными усилителями СВЧ в 
диапазоне 1 – 300 ГГц на основе электрон-
ных пучков являются лампы бегущей волны 
(ЛБВ) (рис. 3.61). Усиление волны проис-
ходит в результате длительного взаимодей-
ствия с движущимися электронами. При 
близости скоростей электронов и специаль-
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но замедляемой электромагнитной волны. В ЛБВ возникает инду-
рованное черенковское излучение электронных сгустков, образо-
ванных в результате группирования в электромагнитной волне. В 
ЛБВ с замедляющими системами в виде металлической спирали 
возможно усиление в диапазоне частот, отличающихся на 2,5 по-
рядка, однако из-за плохого теплоотвода от замедляющей системы 
мощность таких ЛБВ составляет сотни ватт в непрерывном режиме 
работы. При использовании замедляющих систем в виде цепочек 
связанных резонаторов (рис. 3.61) мощности достигают десятков 
киловатт   в   непрерывном   режиме   и   мегаватт  –  в   импульсом. 
 

 
Рис. 3.61. Лампа бегущей волны (ЛБВ): 1 – электронная пушка; 2 – прика-

тодная магнитная катушка; 3 – СВЧ-вход; 4 – соленоид продольного  
магнитного поля; 5 – вакуумная камера; 6 – система замедления;  

7 – СВЧ-выход; 8 – коллектор электронного пучка 
 

 
Рис. 3.62. Принципиальная схема гиротрона 
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Однако диапазон частот можно 
менять лишь на 10 %, а КПД со-
ставляет 20 – 30 %. Для его по-
вышения эффективным оказыва-
ется использование прямого пре-
образования энергии пучка при 
торможении (рекуперация). 

Для нагрева электронной ком-
поненты плазмы в термоядерных 
установках с магнитным удержа-
нием плазмы при полях 3 – 5 Тл 
используется излучение на длине 
волны, соответствующей элек-
тронной ларморовской частоте. 
Эта частота составляет fce [ГГц] ≈ 
≈ 28 B [Тл], что для таких полей 
дает 85 – 140 ГГц. Источником 
СВЧ-мощности на таких частотах 
являются гиротроны (рис. 3.62). 
Принцип их действия аналогичен 
вышеописанным мощным источ-
ником электромагнитного излу-
чения. Излучение генерируется 
вращающимися в магнитном по-
ле (т.е. испытывающими ускоре-
ние) электронами.  

Магнитное поле в резонаторе 
гиротрона должно быть равным 
тому полю, при котором предпо-
лагается греть электроны в плаз-
менной установке. Поэтому ос-
новные соленоиды гиротронов 
часто делают сверхпроводящими. 
Современные гиротроны выдают 

мощность порядка 1 МВт в течение нескольких секунд. На 
рис. 3.63 показан внешний вид такого гиротрона, рассчитанного на 
частоту 140 ГГц, и выдающего 600 кВт мощности в течение 3 с.  

Рис. 3.63. Внешний вид гиротро-
на, выдающего 600 кВт мощно-
сти электромагнитного излуче-

ния на частоте 140 ГГц 
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 Очень важным элементом гиротрона является диэлектрическое 
окно для вывода СВЧ-мощности. Высокий тангенс диэлектриче-
ских потерь в материале окна приводит к серьезным проблемам с 
его охлаждением. Поэтому специально для целей вывода высоких 
плотностей СВЧ-мощности разработана плазменная технология 
выращивания алмазных окон, обладающих помимо высоких опти-
ческих и диэлектрических свойств исключительно высокой тепло-
проводностью. 

 
3.7. Плазменные источники пучков частиц 

 
3.7.1. Электрический ток в газах и газовый разряд 

 
Газовый разряд − процесс протекания электрического тока через 

газ. Различают несамостоятельные и самостоятельные разряды. Не-
самостоятельный разряд возможен при инжекции электронов в 
разрядный промежуток (например, термоэмиссия с катода) или при 
ионизации газа каким-либо внешним источником. Физические 
процессы, протекающие в разных несамостоятельных разрядах, 
естественно различаются, но не все они характерны для собственно 
газовых разрядов, как обычно понимают этот термин. Однако наи-
более широко применяются самостоятельные разряды, о них и бу-
дет прежде всего идти речь. Самостоятельный тлеющий разряд за-
жигается тогда, когда напряжение на его активных участках дости-
гает "напряжения пробоя", для дугового разряда необходимо соз-
дать условия возникновения термоэмиссии с катода. Коронные 
разряды возникают только при наличии участков с очень большой 
неоднородностью напряженности электрического поля, а искровые 
разряды принципиально импульсные. Все это справедливо для по-
стоянных электрических полей, у полей ВЧ и СВЧ, которые широ-
ко используются в технологиях, есть своя специфика, особенно у 
полей лазерной искры. 

Зависимость вероятности ионизации атомов любого газа от 
энергии частиц U задается функцией ионизации: 
 ( ) ( )( )exp / ,i i if a U U U U b= − − −   (3.25) 
где a и b − эмпирические константы для конкретного газа. Время 
между столкновениями, приводящими к ионизации, обратно про-
порционально частоте ионизации τi = 1/νi. Число ионизаций в еди-
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ницу времени пропорционально плотности частиц газа n, скорости 
налетающей частицы v и сечению ионизации σi :  
 vi inν = σ .  (3.26) 

Ионизационный пробег λi (длина, на которой частица может ио-
низовать) равен 

 λi = vτi = 1/(nσi) = 1/Si ,    (3.27) 
где Si = nσi называется суммарным сечением ионизации. Суммарное 
сечение ионизации также хорошо аппроксимируется подобной 
(3.25) зависимостью от энергии частицы U: 

 

 Si = a (U – Ui) exp(– b(U – Ui) ) (формула Моргулиса),   (3.28) 
 

где a и b – эмпирические константы для конкретного газа. Зависи-
мость суммарного сечения возбуждения имеет похожий вид: 

 

max
max max

exp 1r r
r

r r

U U U U
S S

U U U U
− −⎛ ⎞

= −⎜ ⎟− −⎝ ⎠
 (формула Фабриканта), (3.29) 

 

где Ur – потенциал возбужденного уровня; Umax и Smax – энергия и 
сечение возбуждения в максимуме функции возбуждения, значения 
которых можно найти в справочных таблицах для конкретного га-
за. Время пребывания атома в возбужденном состоянии можно свя-
зать с числом переходов в единице объема в единицу времени N, 
тогда за промежуток времени dt число переходов: Ndt = wnadt, где 
w – вероятность данного перехода; na – концентрация возбужден-
ных атомов. Число актов излучения равно убыли числа возбужден-
ных атомов: Ndt = – dna , тогда dna = – wna dt. Таким образом, число 
возбужденных атомов изменяется во времени по закону: 

 

 na(t) = na0 exp(– wt), (3.30) 
 

где na0 – концентрация возбужденных атомов в начальный момент 
времени. За время t0 = 1/w концентрация уменьшается в «е» раз. 
Это время и полагают временем пребывания атома в возбужденном 
состоянии. Несмотря на малость этой величины t0 ∼ 10–8 ÷ 10–7 с, 
даже за столь короткое время существования возбужденного атома 
возможно получение новой порции энергии, достаточной для пере-
хода атома на следующий уровень возбуждения или для ионизации 
атома, в этом случае говорят о ступенчатой ионизации. Именно 
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такой процесс ступенчатой ионизации атомов ртути наблюдался в 
опытах Франка и Герца. Среди возбужденных состояний атомов и 
молекул существуют метастабильные состояния, времена жизни 
которых от 10–4 до нескольких секунд. Самый нижний метаста-
бильный уровень называется резонансным. Для ртути резонансный 
уровень возбуждения равен 4,7 эВ, при превышении энергии элек-
тронов этого значения наблюдался первый провал в зависимости 
тока от ускоряющего электроны потенциала. Метастабильная час-
тица при столкновении с электроном может и дезактивироваться, 
т.е. перейти в основное состояние, этот процесс называется неупру-
гим соударением второго рода.  

Кроме образования положительных ионов при протекании тока 
в газе возможно возникновение отрицательных ионов. Для того, 
чтобы отрицательный ион существовал и был устойчив, его внут-
ренняя энергия Ei должна быть меньше, чем энергия нормального 
состояния пары атом – свободный электрон E0. Разность A = E0 – Ei 
называется сродством атома к электрону. В атомах с заполненной 
внешней электронной оболочкой (инертные газы He, Ne, Ar, Xe, 
Kr, …) электронная оболочка экранирует ядро и вероятность обра-
зования отрицательных ионов мала. Атомы с неполными внешни-
ми оболочками (F, Cl, K, Na, …), у которых оболочки ближе всего 
к заполнению, образуют наиболее устойчивые отрицательные ио-
ны. Сродство этих атомов достаточно велико: 

F
A −=3,4 ÷ 3,6 эВ, 

Cl
A −=  = 3,82 эВ. Если электрон до столкновения имел кинетиче-

скую энергию Eк, то при его захвате должна освобождаться энергия 
A + Eк. Эта энергия может освобождаться через излучение: e + a → 
→ a– + hγ, но более вероятен процесс образования отрицательного 
иона в результате  столкновения  трех  тел  X + Y + e → X+ + Y– + e  
или     X + Y → X+ + Y–. 

Для описания электрического тока в газах недостаточно рас-
смотрения процессов ионизации и рекомбинации. Необходимо 
описание движения заряженных частиц под действием электриче-
ских и магнитных полей, причем статистическое, т. е. усредненное 
по многочисленным столкновениям. При наличии электрического 
поля на хаотическое движение частиц накладывается направленное 
движение вдоль поля. Для стационарного процесса распростране-
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ния тока средняя энергия и средняя скорость электронов должны 
оставаться постоянными, несмотря на присутствие ускоряющего 
электрического поля. Это возможно, если электрическая сила ком-
пенсируется силой трения (электроны при столкновениях отдают 
часть своей энергии). Таким образом, средняя скорость движения 
от одного электрода к другому, которую называют скоростью 
дрейфа ud, остается постоянной. Подвижность заряженных частиц 
согласно общему определению: 

 b [см2/(В ⋅ см)] = ud /E.  (3.31) 
Скорость дрейфа можно оценить из предположения, что она много 
меньше тепловой скорости и в результате столкновения частица 
теряет всю кинетическую энергию. За время между столкновения-

ми τст заряженная частица пройдет путь 2
ст2

eES
m

= τ , ст/du S= τ ,    

тогда: 

 ст
2e

Т

eE
b

mv
λ

= ,  (3.32) 

где стλ  – средняя длина свободного пробега; Тv  – тепловая ско-
рость. Для распределения Максвеллла усредненная по скоростям 
скорость дрейфа электронов (формула Ланжевена): 

 

ст
ст

1

2
[см/с] 0,64

2

 [В/см]0,64 ,
 [мм рт.ст.]

e
d

e e Т

e Т

m eeEu E
kT m m v

e E
m v p

λ
= λ = =

π

λ
= ⋅

 (3.33) 

где 1 стpλ = λ  – средний пробег электрона при давлении 1 мм рт.ст. 
Для средней скорости дрейфа ионов, взаимодействующих с моле-
кулами газа, формула Ланжевена имеет вид 

 1 1i i
d i

i iТ

e m Eu a
m v m pμ

λ
= + ⋅ , (3.34) 

ai – коэффициент, равный 0,5 ÷1; mμ  – масса молекулы иона.  
Ионизующая способность электронов ионизовать атомы назы-

вается первым коэффициентом Таунсенда, равным числу электро-
нов, создаваемых электроном на единице длины пробега. Прирост 
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количества электронов пропорционален α и количеству атомов n: 
dn(x) = αndx. Тогда число электронов, создаваемых на пути x:  

 0( ) exp( )en x n x= α , (3.35) 
а первый коэффициент Таунсенда: 

 (1/ )( / )n dn dxα = . (3.36) 
Процесс возникновения электронов характеризуется частотой 

ионизации Yi – число электронов, создаваемых одним электроном в 
единицу времени: 

  Yi = (1/n)(dn/dt).  (3.37) 
Частота ионизации связана с первым коэффициентом Таунсенда 

через скорость дрейфа: 
Yi /α = ud. 

Все три величины α, Yi, ud зависят от напряженности электриче-
ского поля Е. α (E), Yi (E), ud (E) – сложные зависимости, изменяю-
щиеся с изменением условий разряда, но для Yi (E) и α (E) – всегда 
весьма сильные (экспоненциальные, степенные). 

 
3.7.2. Теория электронных лавин 

 
Экспериментально установлено, что напряжение зажигания раз-

ряда Uз зависит от произведения pd (где p – давление газа, d – рас-
стояние между электродами) и имеет некое минимальное значение 
для данного газа (кривые Пашена на рис. 3.64). Теория электрон-
ных лавин – первая количественная теория газового разряда.  

 

 
Рис. 3.64. Кривые Пашена 
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1. Развитие разряда во времени. Очевидно, что реально, помимо 
рождения в единицу времени на один первичный электрон Yi элек-
тронов, некое количество электронов одновременно гибнет: а) при-
липает к атомам и молекулам с частотой Ya; б) диффундирует к 
стенкам установки с частотой Yd; в) рекомбинирует с ионами с ко-
эффициентом рекомбинации β. Обычно рекомбинацию не учиты-
вают, так что условие возникновения и развития разряда: 
 ( )i d aY E Y Y> + , (3.38) 

а горения стационарного разряда: 
 ( )i d aY E Y Y= + . (3.39) 

Это так называемый "стационарный критерий пробоя". По опреде-
лению, 1 /d dY = τ , где время диффузии dτ  зависит от коэффициен-
та диффузии D и характерная диффузионная длина пробега элек-
тронов к стенкам dλ : 2 /d d Dτ = λ . Для цилиндра 2 21/ (2,4/ )d Rλ = + 

2( / )L+ π  (R и L − радиус и длина цилиндра); для параллелепипеда: 
2 2 2 2

1 2 31/ ( / ) ( / ) ( / )d L L Lλ = π + π + π  (L1, L2, L3 − линейные размеры 
параллелепипеда). Из выражений для частоты ионизации (3.37) и 
условия (3.36) можно составить феноменологическое соотношение 
баланса для плотности электронов: 

 / ( ( ) )e e i d adn dt n Y E Y Y= − − , (3.40) 
откуда 
  0 0exp(( ( ) ) ) exp( / )e e i d a en n Y E Y Y t n t= − − = θ , (3.41) 
где θ – постоянная времени лавины. Очевидно, что развиваться ла-
вина может только, если выполняется условие (3.38), и при неогра-
ниченном t лавина может развиваться произвольно долго. Но есть 
ситуации, когда t очень мало (особенно в лазерной искре), тогда 
необходимо большое превышение рождения электронов над гибе-
лью, т. е. большое электрическое поле Е (а в лазерной искре просто 
гигантское!). Из обобщенного критерия пробоя (3.41) 

 1
0( ( )) ( ) ln( ( )/ )/i d aE t Y E Y Y n t n t−θ = − − =  (3.42) 

видно, что разряд приходит к стационарному при t → ∞. На самом 
деле этот переход происходит раньше. Нарастание тока не безгра-
нично, как это должно было быть по теории электронных лавин, а 
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ограничивается объемным зарядом. Так как с ростом последнего 
при возникновении виртуального катода эффективное расстояние 
до анода сокращается, то на более короткой длине пролетного про-
межутка уменьшается вероятность ионизации атомов и молекул 
газа электронным ударом. В результате разряд переходит к стацио-
нарному. 

2. Развитие разряда в пространстве. Предположим, что из ка-
тода вылетел один электрон. В сильном поле прикатодного слоя он 
быстро наберет энергию, достаточную для ионизации атома (моле-
кулы) газа, после ионизации будет два медленных электрона (и 
один ион). Электроны также ускорятся, каждый произведет иони-
зацию – станет их четыре, тоже ускорятся, ионизуют, станет восемь 
и т.д. – возникает лавина, идет цепной процесс. 

На расстоянии x первый электрон создаст ( 1)xeα −  электронных 
пар. Возникающие в промежутке электроны дрейфуют к аноду,   
ионы – к катоду. Приходящие на катод ионы способны выбивать из 
катода вторичные электроны. Для описания процесса ионно-
электронной эмиссии Таунсендом был предложен второй коэффи-
циент γ, равный числу вторичных электронов на один приходящий 
на катод ион (второй коэффициент Таунсенда) и зависящий от ма-
териала катода, чистоты его поверхности и др., обычно γ = 10–4 ÷ 
÷ 10–2. Таким образом, ионы пойдут к катоду, ускорятся и выбьют 
из катода ( 1)xeαγ −  электронов. Даже если это будет всего один 
вторичный электрон, то процесс повторится, так что условием го-
рения разряда будет: 

 ( 1) 1xeαγ − ≥ . (3.43) 
Каждый вторичный электрон также ионизует атомы и рождает 

электроны ( 1)xeα − . Нетрудно показать, если число первичных 
электронов n0, длина промежутка между катодом и анодом d, то 
после суммирования всех вторичных электронов в предположении 

( 1) 1xeαγ − <  число электронов, приходящих на анод, будет равно: 

 0
exp( )

1 [exp( ) 1]
dn n
d

α= ⋅
− γ α −

. (3.44) 

 

Величина  μ = γ [exp(αd) – 1]  (3.45) 
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называется коэффициентом ионизационного нарастания. При 
μ < 1 ток будет затухать, условие μ = 1 является условием перехода 
к самостоятельному разряду (условие зажигания разряда) и усло-
вием стационарности разряда. Картина упрощена и идеализиро-
вана, реально электроны гибнут (прилипают, рекомбинируют, 
диффундируют к стенкам), но и создаются на катоде не только 
ионной бомбардировкой, да и α = const только при E = const на 
всей протяженности d, но в действительности Е в катодном слое 
существенно меняется. В конце прошлого столетия Таунсенд, ус-
тановил экспериментальную зависимость: 
 α/р = А exp (–Bp/E),  (3.46а) 
где А и В – постоянные для данного газа и катода; р – давление; Е – 
напряженность электрического поля. Такая зависимость может 
быть качественно объяснена тем, что вероятность пройти электро-
ну без столкновений путь iλ , на котором электрон набирает необ-
ходимую для ионизации энергию, пропорционален стexp( / )i−λ λ . 
Коэффициент Таунсенда стexp( / )iNα = −λ λ , где ст1/N = λ  – число 
соударений на 1 см, пропорциональное давлению: 0N N p= , 0N  – 
число столкновений электрона на 1 см пути при давлении, равном 
единице. С учетом того, что /i iU Eλ =  получим соотношение, по-
добное (3.46а): 

 0 0/ exp( / )ip N N U p Eα = − . (3.46б) 
 

Подстановка численных значений дает правильный порядок ве-
личин А и В.  

 Коэффициенты Таунсенда α и γ обладают тем свойством, что 
отношение α/p и γ не являются функцией по отдельности от на-
пряженности электрического поля E и давления газа p, а зависит от 
их отношения: 1/ ( / )p f E pα =  и 2 ( / )f E pγ = . Условие зажигания 
разряда, или условие, позволяющее определить напряжение зажи-
гания Uз, имеет вид: 

 

 з з
1 2exp 1 1U Uf f

pd pd
⎛ ⎞⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ − =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎝ ⎠
. (3.47) 
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Из (3.47) видно, что напряжение зажигания Uз является функци-
ей произведения pd, и при pd = const напряжение зажигания не ме-
няется. Эта закономерность носит название закона Пашена. Кри-
вую Пашена (см. рис. 3.64), отражающую зависимость Uз от pd, 
называют характеристикой зажигания разряда. Выражая α из ус-
ловия зажигания разряда (μ = 1) с учетом (3.45) и подставляя в вы-
ражение (3.46а), можно получить: 

 E/p = B/(C + ln (pd)), 

где C = ln(А/(ln(1/γ + 1))). Приняв Uз = Ed, найдем зависимость на-
пряжение зажигания от pd:  

 Uз = Bpd/(C + ln(pd)), 
которая и описывается кривыми Пашена. Важно, что существенны 
не p, d, E "отдельно", а "комбинации" pd (так как p = ngTg, где ng и 
Tg – плотность и температура газа, если Tg = const, то pd определяет 
число ионизующих столкновений на пробеге d), и особенно Е/р, 
т.е. как бы "напряженность поля на одну частицу газа". Минимум 
Uз соответствует (pd)min : 

 min( ) ( / ) ln(1/ +1)pd e A= γ , (3.48) 
где 2,72e ≈  – не заряд электрона, а основание натурального лога-
рифма. Соответствующее минимальное напряжение зажигания 

з min (1 )U B C= −  зависит только от сорта газа и материала катода, 

минимум отношения min( / )E p B=  зависит только от сорта газа.  
Расчеты удовлетворительно совпадают с экспериментальными 

кривыми Пашена (см. рис. 3.64). Описательно кривые Пашена 
можно понять так: с уменьшением pd медленно растет Е/р (правая 
ветвь на рис. 3.64), значит, растет Yi , и для пробоя достаточно 
меньших зU , и так до з minU . Дальнейшее уменьшение pd (левая 
ветвь) приводит к быстрому уходу электронов (мало столкновений) 
и для компенсации этого необходим быстрый рост Е/р, т.е. потен-
циала пробоя зU . Можно дать описание этой зависимости при 
фиксированном значении одной из величин p или d. Пусть давле-
ние уменьшается при постоянном d. Тогда с уменьшением давле-
ния увеличивается длина свободного пробега, т.е. увеличивается 
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набираемая электроном энергия, а значит, растет α. При дальней-
шем уменьшении p начинает уже падать число столкновений, что 
приводит к снижению α. При постоянном давлении с уменьшением 
расстояния d увеличивается α, так как растет электрическое поле. 
Затем с уменьшением d коэффициент Таунсенда снижается из-за 
уменьшения длины развития лавины. Так же описательно можно 
понять эмпирическую зависимость Таунсенда (3.46) и кривые Па-
шена (см. рис. 3.64).  
Темным (таунсендовским) называется электрический разряд в 

газах при низком давлении (порядка нескольких Торр) и очень ма-
лых токах (менее 10–5 А). Электрическое поле в разрядном проме-
жутке однородно или слабо неоднородно, и не искажается про-
странственным зарядом, который пренебрежимо мал. По теории 
электронных лавин в соответствии с (3.43) ток разряда должен не-
ограниченно возрастать со временем. Реально же ток ограничен 
параметрами цепи. Очень малый ток таунсендовского разряда обу-
словлен большим сопротивлением внешней цепи. Если сопротив-
ление внешней цепи снижать, увеличивая ток, то таунсендовский 
разряд переходит в тлеющий. 

 
3.7.3. Тлеющий разряд 

 
Тлеющим называется электрический разряд в газе, характери-

зующийся термодинамической неравновесностью и квазинейт-
ральностью плазмы, возникающей в разряде. Эффективная темпе-
ратура электронов существенно выше температуры газа и электро-
дов. Термоэмиссия практически отсутствует (электроды холодные). 
Свое название разряд получил из-за наличия около катода так на-
зываемого тлеющего свечения. Обычно в разряде наблюдаются три 
визуально различимые области: а) прикатодная область, на ней па-
дает напряжение Uk, обычно 200 ÷ 700 В; б) положительный 
столб − в физике тлеющего разряда пассивный элемент (сближая 
анод и катод, можно ликвидировать положительный столб, разряд 
будет гореть); в) прианодный слой, обычно очень тонкий, состоит 
из светящейся "пленки" и тонкого темного участка. Долго считали, 
что он тоже "пассивный", однако теперь доказано, что некоторые 
неустойчивости прямо связаны с ним. Падение напряжения на 
анодном слое Ua невелико (10 ÷ 20 В) и обычно близко к потенциа-
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лу ионизации газа (очень чувствительно к состоянию поверхности 
анода).   

Прикатодная область 
 
Прикатодная область физически наиболее важный элемент 

тлеющего разряда: именно в нем образуется электронная лавина. В 
данном газе при данном давлении формируется длина прикатодной 
области dk, равная нескольким длинам ионизации. Установившаяся 
длина dk, обратно пропорциональная давлению p, такова, чтобы 
величина pdk соответствовала минимальному значению Uk (приро-
да экономна!). Основной характерной особенностью тлеющего 
разряда является большое падение потенциала в прикатодной об-
ласти Uk – сотни вольт. Из катодного слоя в положительный столб 
уходит некоторое количество электронов с такой энергией, чтобы 
ионизовать в столбе достаточно атомов (молекул) для компенсации 
теряемых электронов, т.е. Uk должно быть много больше потенциа-
ла ионизации атомов газа. Катодная область как бы "приклеена" к 
поверхности катода: если проводящей является только одна его 
поверхность, то при любом повороте катода разряд приходит толь-
ко на нее – даже если ее повернуть на 180°, как бы спиной к аноду. 
Свечение катодной области – "слоистое" (рис. 3.65). У самого ка-
тода находится темное "астоново пространство", связанное с тем, 
что электроны, вышедшие с катода, еще не набрали достаточной 
энергии для возбуждения атомов и молекул газа. Затем располага-
ется область катодного свечения, в которой происходит интенсив-
ное возбуждение различных уровней. Катодное темное пространст-
во, возникает там, где энергия ускоренных электронов «перевали-
вает» через значение в максимуме функции возбуждения, сечения 
возбуждения уменьшаются, количество возбужденных атомов па-
дает. Далее электроны преимущественно ионизуют атомы, проис-
ходит лавинообразное размножение электронов, которые ускоряясь 
вновь вызывают возбуждение атомов. Появляется «тлеющее отри-
цательное свечение», благодаря которому тлеющий разряд и полу-
чил  свое  название.  В  плазме  разряда  электрическое  поле  резко 
падает, электроны, растрачивая свою энергию, не приобретают в 
слабом   поле   энергии,   достаточной   для   возбуждения   атомов, 
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Рис. 3.65. Картина тлеющего разряда в трубке и распределения интенсив-
ности свечения J, потенциала U, продольного поля Е, плотностей элек-
тронного и ионного токов je, j+, концентраций ne, n+ и объемного заряда 
ρ = e (ne –  n+) 
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возникает темное "фарадеево пространство". В области тлеющего 
свечения (ρ ≈ 0) наиболее идеальная плазма. Так как электрическое 
поле E ≈ 0 электроны переходят из области тлеющего свечения в 
фарадеево пространство главным образом за счет диффузии. Ионы 
попадают в прикатодную область также за счет диффузии. Уско-
ренные к катоду ионы выбивают вторичные электроны. Темное 
фарадеево пространство – переходная область, в которой нет иони-
зации и возбуждения. По мере приближения к положительному 
столбу беспорядочное тепловое движение электронов все более 
преобладает над направленным движением. Описание всех процес-
сов, объясняющих эту "слоистость" (и некоторые более тонкие эф-
фекты), и сейчас является далеко не полным. Непонятно и еще од-
но явление: площадь токового пятна Sп на катоде в нормальном 
режиме всегда определяется из соотношения Sп = I/jп, где I – пол-
ный ток; jп – некоторая «нормальная плотность тока», постоянная 
для данного разряда. Это важное свойство тлеющего разряда назы-
вается законом нормальной плотности тока. При увеличении I 
(например, при снижении внешнего сопротивления R или повыше-
нии ЭДС источника ε) Sп растет пропорционально току до тех пор, 
пока токовое пятно не займет всю проводящую поверхность катода 
(и подводящих голых проводов). При этом катодное падение на-
пряжения Uk остается постоянным. Дальнейшее повышение I при-
водит к росту Uk – это "аномальный режим" с аномальным катод-
ным падением потенциала, а сам разряд переходит к аномальному 
тлеющему разряду. Почему jп = const – остается неизвестным.  

 
 

Положительный столб 

 
Если в показанной на рис. 3.65 установке повышать ток, то в ка-

кой-то момент загорится разряд, причем между катодной областью 
и анодом появится свечение с характерным для данного газа спек-
тром излучения и занимающее все сечение трубки. Это и есть по-
ложительный столб, причем на нем будет падение напряжения 
Uпс = ε – IR – Uk – Ua. Это единственная область разряда, кото-
рая   может   быть   произвольной   длины.   Положительный   столб 
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представляет собой плазму с концентрацией частиц, убывающей от 
оси к стенкам, в нем идет интенсивный процесс ионизации и поте-
ри частиц на стенки, при этом положительный столб практически 
не дает ионов в катодную область. Уходящие на стенки электроны 
заряжают их отрицательно относительно центральной области 
вблизи оси, и ионы ускоряются на стенку, т.е. происходит амбипо-
лярная диффузия. В итоге электроны и ионы на стенках рекомби-
нируют. Наличие радиального градиента приводит к тому, что эк-
випотенциали имеют выпуклую форму. Особенно отчетливо это 
видно при возникновении в положительном столбе за счет колеба-
тельных процессов стоячих или бегущих страт. Процесс образова-
ния положительного столба довольно сложный, хотя его "назначе-
ние" – соединить катодный и анодный слои. Столб электрически 
нейтрален, так что плотности электронов и ионов (однозарядных) 
равны, а токи, соответственно, сильно различаются. Температура 
основной массы электронов Тe = 1 ÷ 2 эВ, а ионов практически рав-
на температуре стенок (ионы быстро обмениваются поступатель-
ной энергией с газом), так что положительный столб термодинами-
чески сильно неравновесен. Сближая катод и анод, можно ликви-
дировать положительный столб, но разряд будет гореть. Более того, 
анодным слоем можно пройти темное фарадеево пространство, но 
как только он соприкоснется с тлеющим слоем – отрицательное 
тлеющее свечение разряда погаснет. Сравнительно недавно было 
доказано, что свечение столба поддерживают относительно быст-
рые электроны (20 ÷ 30 эВ), ускоренные в катодной области и по-
ступающие из катодного столба в количестве как раз достаточном 
для компенсации потерь электронов в нем и обеспечения возбуж-
дения газа. В рекламных трубках положительный столб следует за 
всеми их изгибами, что объясняется образованием поверхностных 
зарядов на внутренних стенках трубок и появлением соответст-
вующих поперечных электрических полей. Если увеличивать дав-
ление, то происходит сжатие положительного шнура, температура 
и проводимость возрастают, ток растет, вызывая дополнительный 
разогрев. В результате роста температуры может начаться термиче-
ская ионизация и тлеющий разряд может перейти в дуговой. Так 
как это очень важная неустойчивость, рассмотрим ее механизм, 
правда, упрощенно. 
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Неустойчивости положительного столба 
 
Часто положительный столб "стратифицирован" – состоит из 

светлых и темных полос, обычно бегущих с такой скоростью, что 
визуально столб воспринимается сплошным. Это одна из неустой-
чивостей положительного столба, но не самая неприятная. Наибо-
лее важная – так называемая "контракция" или "шнурование". При 
некотором предельном значении тока (предел зависит от многих 
конкретных условий) разряд в трубке собирается в тонкий ярко 
светящейся шнур, очень похожий на шнур дугового разряда (в анг-
лоязычной  литературе  называют  arcing),  но  это  еще  не  дуга, 
хотя  температура ионов Ti поднимается до десятых долей элек-
трон-вольт, так что отрыв Те от Ti существенно уменьшается. 
Предположим, что флуктуативно произошло местное повышение 
плотности электронов δne↑, как следствие вырастает плотность то-
ка δj↑ ( j = neev), проводимость δσ↑ (σ = nee2/τ) и энерговыделение 
δw↑ (w = j2/σ). В результате возрастет температура газа δТg↑, 
уменьшится его плотность δng↓ (так как давление pg = ngTg вырав-
нивается быстро и его можно считать постоянным), возрастает от-
ношение δE/ng↑, вырастает частота ионизации δYi↑, возрастает 
δne↑ – цепочка замкнулась: 

/e g g g i edn dj dw dТ dn dE n dY dn↑→ ↑→ ↑→ ↑→ ↑→ ↑→ ↑→ ↑→…(3.49) 

идет рост j и gТ , образуется шнур. Неустойчивость называют "ио-
низационно-перегревной" (цепочка может начаться и со случайно-
го локального возрастания температуры газа gТδ ↑ ). 

 

Анодный слой 
 
Анодный слой всегда очень тонкий. Электроны ускоряются к 

аноду и ионизуют газ. Если ток на анод 1
4a e eI n ev S=  больше раз-

рядного тока в цепи ( )aI I> , то анод заряжается отрицательно от-
носительно положительного столба, в противном случае ( )aI I<  
положительно. Следует отметить, что в лазерных средах (при 
больших p и j) при повышении давления растет анодное падение 
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потенциала, но сохраняется нормальная плотность тока, сравнимая 
с нормальной плотностью тока катода. 

Так как для горения тлеющего разряда необходимо поддержи-
вать достаточно высокое напряжение 400 – 20000 В, то разброс 
энергий ионов в нем достаточно большой. В качестве источника 
ионов такой разряд используют, вытягивая ионы из области катода 
через длинный узкий канал, что позволяет сформировать пучок с 
небольшой угловой расходимостью (канально-лучевой источник). 

 
Разряд с полым катодом 

 
Такой тип разряда реализуется в полости, когда ее диаметр при-

мерно соответствует длине отрицательного свечения. 
Электроны производят эффективную ионизацию за счет осцил-

ляций между катодными падениями потенциала противоположных 
стенок полости (электростатическое удержание), при этом харак-
терный размер катодной полости должен быть меньше длины сво-
бодного пробега электронов. В разряде с полым катодом происхо-

дит резкое падение напряжения 
горения разряда и увеличение 
его тока (рис. 3.66). 

Концентрация плазмы в та-
ком разряде может составлять 
1010 – 1013 см–3, а температура − 
несколько электрон-вольт. Для 
разряда с полым катодом опти-
мальной считается полость, 
длина которой превышает ее 
диаметр в 7 – 10 раз. Эффект 
полого катода наблюдается и в 
микрополостях на поверхности 
вплоть до атмосферного давле-
ния. 

Разряды с электростатическим удержанием электронов позво-
ляют создать эффективные источники потоков частиц, в том числе 
и потоков достаточно быстрых перезарядившихся нейтральных 
атомов. Полые катоды широко используются в традиционных 
плазменных источниках ионов (например, в дуоплазматронах), так 

 

Рис. 3.66. Вольт-амперная харак-
теристика разряда с полым като-
дом в различных областях его
существования 
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как по сравнению с накаливамыми катодами резко увеличивают 
ресурс работы источника до замены катода. 

 
3.7.4. Дуговые разряды 

 
Электрической дугой называют установившийся (или почти ус-

тановившийся) разряд, который характеризуется низким катодным 
падением потенциала и высокой плотностью тока на катоде 

2( 10 10kj ≥ ÷ А/см2). Такие формы разряда известны с 1802 г. (Пет-
ров В.В.), но ряд особенностей непонятен и до сих пор. Не устано-
вилась еще даже общепринятая классификация дуговых разрядов, 
которые делятся по типу катодов и по давлению рабочего вещест-
ва. Так, по типу катода различают: а) подогревные; б) горячие; 
в) холодные; г) угольные; по давлению: а) низкого давления 
(p ≤ 10–3 ÷ 1 атм); б) высокого ( р ∼ 1 ÷ 5 атм); г) сверхвысокого 
( р > 10 атм). В дуговом разряде можно различить: 1) прикатодный 
слой – тонкий, падение напряжения порядка потенциала ионизации 
(бывает даже меньше) атомов газа; 2) положительный столб, со-
стояние и поведение плазмы в котором определяется балансом 
энергии (температуры ионов Ti и электронов Те в центральной час-
ти столба равны); в) анодный – тоже тонкий слой и тоже с малым 
падением напряжения на нем. 

 
Дуги с подогревным катодом 

 
Дуги с подогревным катодом – несамостоятельные разряды, ис-

пользуются в основном как выпрямители, управляемые включени-
ем-выключением разрядного напряжения (газотроны) или измене-
нием фазового сдвига напряжений анода (или катода) и сетки (ти-
ратроны). В дуге катодный слой только ускоряет электроны термо-
эмиссии настолько, чтобы они поддерживали нужную ионизацию 
газа. Образующаяся плазма как бы "приближает" анод к катоду, так 
что ограничения тока объемным зарядом ("закон 3/2" для вакуум-
ного промежутка) в дуге нет. В результате при напряжении между 
анодом и катодом 10 – 20 В ток на порядки больше, чем был бы в 
вакууме. 
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Дуги с горячими катодами 
 

Физика прикатодной области горячего дугового разряда не 
проще прикатодной области тлеющего разряда, да и изучена хуже. 
Ускоренные непосредственно вблизи катода термоэмиссионные 
электроны в прикатодной области создают ион-электронные пары. 
Ионы ускоряются к катоду, поддерживая его высокую температу-
ру, и «производят» 2 ÷ 9 термоэмиссионных электронов на один 
ион. Производство электронов ионами на катоде через поддержа-
ние термоэмиссии энергетически значительно выгоднее, чем пря-
мая ион-электронная эмиссия (как в тлеющем разряде), но возмож-
но только при большой плотности тока. Катодом обычно служит 
или высокотемпературный металл (часто вольфрам) или расплав 
металла (ванны при производстве Al, Mg). Несмотря на низкое па-
дение потенциала, электрическое поле около катода в дуге боль-
шое, так как плазма поджимает прикатодный слой к поверхности 
катода. Так, для плотностей тока j ∼ 103 А/см2 ток термоэмиссии 
возрастает за счет эффекта Шоттки приблизительно в 3 раза (Ek ∼ 
106 В/см). Однако токи в 108 А/см2 объяснить термоэлектронной и 
автоэлектронной эмиссией катода невозможно, приходится делать 
предположения о взрывной эмиссии микроострий и о расплавлении 
поверхности катода и выбросе расплавленного металла в разряд-
ный промежуток с последующей его ионизацией. 

 
Дуги с холодными катодами 

 
Дуги с холодными катодами − это по существу дуги с локаль-

ными термоэмиттерами: на катоде образуются токовые пятна, при-
чем плотность тока должна быть больше критической (для данного 
металла), иначе дуга гаснет. Это объясняется необходимостью 
концентрации энергии для получения электронов с катода. Плотно-
сти тока очень большие (у меди до 108 А/см2!), данные опытов 
сильно различаются, а теоретического описания нет. Пятна хаоти-
чески бегают по катоду, попытки упорядочить их движения пока не 
дали результата. Известно, что если пятно поместить в магнитное 
поле Н, перпендикулярное току j, то пятно побежит навстречу (!) 
вектору j H×

GG
... Объяснения до сих пор нет. Нет полного понима-

ния и механизмов электронной эмиссии: если для средних значе-
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ний плотности тока ( j ∼ 106 А/см2) расчетное поле Е ∼ 107 В/см 
(у самого катода) – теория и эксперимент примерно совпадают, то 
ни для малых, ни для самых больших значений j необходимые для 
обеспечения соответствующей автоэлектронной эмиссии значения 
Е оказываются неправдоподобно большими. Иногда пятна оста-
навливаются (бывает надолго), в таком месте идет сильная эрозия 
(до дыр и прекращения разряда).  

 
Положительный столб дугового разряда 

 
Положительный столб дугового разряда сильно зависит от рода 

газа, давления, силы тока. При малых давлениях ( p ≤ 0,1 атм) и си-
ле тока (I ∼ 1 А) столб неравновесен (Te > Ti) и сильно напоминает 
контрагированный шнур тлеющего разряда.  

Плазма паров металла, молекулярных газов при давлении 
p ≥ 1 атм всегда равновесна, характерное распределение (по радиу-
су столба) температуры и проводимости представлено на рис. 3.67. 

При  обычном  распреде-
лении  тока  температура  бу-
дет  иметь колокообразную 
форму, равномерно уменьша-
ясь от T ~ (10 ÷ 12) ⋅ 103  К в 
центре до температуры стен-
ки. Плотность электронов по 
радиусу спадает очень быст-
ро − в равновесной плазме    
ne ~ exp(–r/r0) (а с ней и про-
водимость (σ ~ ne)), так что 
токопроводящий канал сосре-
доточен у оси. На радиусе, 
большем r0 (см. рис. 3.67), 
проводимостью плазмы мож-
но пренебречь. Однако свя-
зать количественно ток I, ра-
диусы r0 и R, мощность w 
удалось только введя принцип 
минимума мощности "min w". 
При заданном токе I и радиу-

Рис. 3.67. Схематические распреде-
ления Т и проводимости σ по радиу-
су столба дуги. Штриховая линия –
замена σ (r) ступенькой в «канало-
вой» модели 
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се R устанавливается такое значение r0, при котором выделяющаяся 
в разряде мощность была бы минимальной (позже доказали, что 
принцип "min w" справедлив не всегда, но в дуге справедлив). Су-
щественно, что максимальная температура Тк (см. рис. 3.67) весьма 
слабо зависит от охлаждения дуги (важен только теплоотвод от ка-
тода) и растет с вкладываемой мощностью несколько медленнее, 
чем корень квадратный из мощности. При высоком давлении 
( p ≥ 10 атм) и высокой температуре (Т ≥ 12000 К) очень сущест-
венным оказывается охлаждение излучением, оно уносит до 90 % 
мощности.  

 
Область анода 

 
Область анода так же, как и прикатодная, весьма тонкая, паде-

ние напряжения на ней зависит от режима работы анода, а их два. 
Первый режим – диффузный имеет место при большой площади 
анода и плотности тока j ≤ 102 А/см2, ток распределен по всему 
аноду и падение напряжения очень мало (1 ÷ 3 В) (и даже бывает 
отрицательным). Второй режим: если площадь анода мала (ток вы-
ходит на края и т.д.), то при некотором токе (зависит от многих 
причин) ток собирается в пятно (или пятна) с плотностью 
j = 102 А/см2. Анодные пятна образуют правильные геометрические 
фигуры (!), иногда бегают, но тоже по упорядоченным траекториям 
(круги, овалы, ...). Механизмы не известны. 

 
Зажигание дуги 

 
Помимо зажигания дуги путем разъединения электродов есть 

другой способ образования дуги − ионизация в межэлектродном 
промежутке при подаче повышенного напряжения и выбор формы 
электродов, способствующей разряду (обычно острие). Если в 
тлеющем разряде увеличивать силу тока (путем снижения внешне-
го сопротивления или повышая ЭДС источника ε), то при большой 
силе тока напряжение на электродах трубки начинает падать, раз-
ряд быстро развивается, превращаясь в дуговой. В большинстве 
случаев переход осуществляется скачком и нередко ведет к корот-
кому замыканию.  
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В плазменных источниках ионов широкое распространение по-
лучил так называемый капиллярно-дуговой разряд. Внутри узкого 
капилляра плазма поддерживается не потоком ускоренных в при-
анодном падении потенциала электронов, а большим количеством 
электронов, поступающих со стенок капилляра с энергией, доста-
точной для ионизации. Их присутствие связано с большой долей 
атомов, находящихся на стенках капилляра в возбужденном со-
стоянии. При большой плотности потока возбужденных атомов 
происходит ступенчатая ионизация. Энергетический спектр выле-
тающих из капилляра частиц довольно широкий из-за высокой сте-
пени перезарядки ионов в плотной струе сопутствующего газа. 
Применение накаливаемого катода позволяет резко снизить напря-
жение горения разряда и реализовать низковольтный капиллярно-
дуговой источник. 

 
3.7.5. Искровой и коронный, ВЧ- и СВЧ-разряды 

 
Искровой разряд 

 
Искра может загораться в плотном (давление порядка атмосфе-

ры и больше) газе при большой напряженности электрического по-
ля. Первичная лавина быстро поляризуется − электроны отходят в 
сторону анода, а ионы практически стоят. При образовании лавины 
происходит много возбуждений с быстрым высвечиванием, фото-
эффект создает новые электроны, новые лавины вблизи основной, 
они втягиваются в основную лавину, растет ее объединенный за-
ряд, растет создаваемое им электрическое поле E. Когда поле Е 
примерно станет равным внешнему Е0, возникает тонкий проводя-
щий канал − стример, соединяющий электроды (стример может 
быть направлен к любому электроду или сразу к обоим). Скорость 
распространения стримеров (более 108 см/с) гораздо больше скоро-
сти распространения электронных лавин, определяемой подвиж-
ностью электронов. Таким образом, для развития стримера необхо-
димо выполнение двух условий: 1) поле лавины сравнивается с 
внешним полем (E ∼ E0); 2) излучение переднего фронта лавины 
достаточно для фотоионизации нужного количества атомов газа. 
Собственно стример – слабопроводящий, но перед самым замыка-
нием межэлектродного промежутка вдоль него проходит волна 
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скачка потенциала, образуется хорошо проводящий канал, и уже по 
нему проходит большой ток − собственно искра. Газ в канале силь-
но нагревается, возникает скачок давления − звуковая волна (в 
молнии − гром). (Изложение весьма упрощенное, но более акку-
ратное – намного длиннее, а полной ясности все равно нет...) Если 
межэлектродное расстояние – большое, поле Е – неоднородное, на 
конце стимера может образоваться хорошо проводящий участок − 
лидер, что характерно для молний, где последовательно образуется 
несколько лидеров, по существу несколько разрядов с временными 
сдвигами в десятки миллисекунд. Вакуумная искра может исполь-
зоваться для генерации импульсных потоков частиц, содержащих в 
плазме материалы электродов. 

 
Коронный разряд 

 
Коронный разряд − самостоятельный разряд, который возникает 

только при условии очень большой неоднородности электрическо-
го поля хотя бы у одного из электродов (острие − плоскость, нить − 
плоскость, две нити, нить в цилиндре большого радиуса и т.д.). Ус-
ловия возникновения и развития короны − различные при разной 
полярности "острия" (назовем так электрод, вблизи которого Е 
сильно неоднородно). Если острие − катод (корона "отрицатель-
ная"), то зажигание короны по существу происходит так же, как в 
тлеющем разряде, только для определения первого коэффициента 
Таунсенда α (так как поле Е сильно неоднородное) в воздухе 
(практически важный случай) надо учитывать прилипание (нали-
чие кислорода), так что 

 
1

1

0

( ( ) ( )) ln(1 )
x

nx a x dx −α − = + γ∫ , (3.50) 

где пα  − коэффициент прилипания, x1 − расстояние до точки, в ко-
торой Е уже так мало, что ионизация не происходит: E ≈ 0. В такой 
короне есть свечение только до расстояния, тоже примерно равного 
x1. Если "острие" − анод (корона "положительная"), то картина су-
щественно меняется: около острия наблюдаются светящиеся нити, 
как бы разбегающиеся от острия. Вероятно, это стримеры от лавин, 
зарожденных в объеме фотоэлектронами. Очевидно, что и крите-
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рий зажигания другой − такой, как для образования стримера. В 
любом коронном разряде существенна неоднородность Е, т.е. кон-
кретная геометрия электродов. 

Сводная вольт-амперная характеристика разрядов в постоянном 
электрическом поле показана на рис. 3.68. 

 
Рис. 3.68. Вольт-амперная характеристика самостоятельного разряда  

в постоянном электрическом поле 
 

Высокочастотные (ВЧ) разряды 
 

В ВЧ-диапазоне (10–1 ÷ 102 МГц) принято различать E�  (емкост-
ные) и H�  типы разрядов − по определяющему вектору электро-
магнитного поля. Мощности E�  разрядов небольшие (их задача 
поддержать ионизацию), но напряженности E�  велики − до десят-
ков килоэлектрон-вольт.  

 

 
Рис. 3.69. Индукционный разряд в трубке радиусом R, вставленной в длинный 
соленоид; r0 – радиус плазмы, справа – распределение температуры по радиусу 
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Обычно индуктор − катушка (бывает и один виток!), внутри ко-
торой и происходит разряд (рис. 3.69). Такие разряды часто назы-
вают разрядами с индуктивно связанной плазмой. 

Переменное H�  поле направлено вдоль оси катушки, поле E� – 
аксиально к ней. Для поддержания разряда нужное E�  существенно 
меньше, чем для его зажигания. Поэтому обычно вводят в объем 
тонкий металлический электрод, он разогревается, дает термоэлек-
троны (иногда частично испаряется), инициирует разряд, после че-
го его удаляют. Во время работы мощность вводится потоком элек-
тромагнитной энергии: 

  <S> = (с/4π)<ЕН> ,  (3.51) 
а отводится чаще всего потоком газа (он ионизуется и уносит энер-
гию). Но электромагнитная энергия проникает в плазму (провод-
ник) на глубину х, спадая по экспоненте ехр(–х/δ), где δ − скин-
слой, и его условились считать глубиной проникновения потока: 

 2 2 ˆ/(2 )cδ = πσω , (3.52) 
где с − скорость света; σ̂  − проводимость проводника; ω − частота 
ВЧ-поля. 

Очевидно, режим работы генератора плазмы зависит от соотно-
шения R и величины δ. Если δ < R, то энергия поглощается, в слое 
толщиной δ, образуя проводящий цилиндр. Распределения по ра-
диусу температуры Т и проводимости σ̂  представлены на рис. 3.70, 
по существу, это полный аналог каналовой модели дуги, ее назы-
вают "моделью металлического цилиндра". Следует отметить, что 
реально можно управлять давлением p (желательно делать его по-
больше!) и потоком <ЕН>, определяемым ампер-витками: <ЕН> ~ 
~ IN (где I − ток, N − число витков на единицу длины индуктора). 

Примерно на порядок более высокую концентрацию плазмы по-
зволяет получить геликонный разряд (рис. 3.71). В этой разновид-
ности индукционного разряда, происходящего в продольном маг-
нитном поле с индукцией 0,005 – 0,05 Тл, применяется специальная 
антенна, на которую подается частота 1 – 50 МГц. Сама антенна 
может быть различной конструкции. Поглощение этой волны в 
плазме путем бесстолкновительного затухания Ландау или за счет 
столкновений и приводят к увеличению концентрации плазмы до 
1013 см3 при давлении ~ 0,1 Па. 
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Рис. 3.70. Схематические распределения по радиусу температуры (а), про-
водимости (б) и джоулева тепла (в) в индукционном разряде; штриховая 
линия – замена σ (r) ступенькой в модели металлического цилиндра, J – 
тепловой поток, S0 – поток электромагнитной энергии, δ – толщина скин-
слоя 
 

СВЧ-разряды (микроволновые) 
 
При высоких частотах (гигагерцы) существенны геометрические 

соотношения, важны преломления и отражения электромагнитной 
волны. Источником СВЧ-энергии 
служат магнетроны. Наиболее рас-
пространенная частота СВЧ-гене-
рации 2,45 ГГц. На этой частоте рабо-
тают бытовые микроволновые (СВЧ) 
печки, поэтому сами используемые 
для них магнетроны мощностью 
~ 1 кВт очень дешевы. В СВЧ-
плазмотронах можно ввести в плазму 
до 90 % СВЧ-энергии. Одна из схем 
СВЧ-разряда приведена на рис. 3.72. 
Следует отметить, что в схеме 

Рис. 3.71. Геликонный раз-
ряд: СЭ – согласующий
элемент; ВЧ – источник ВЧ-
мощности 
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(см. рис. 3.72) почти вся мощность поглощается в струе газа (пре-
вращающейся в плазму): внешняя поверхность столба плазмы и 
внутренняя поверхность волновода 
образуют коаксиальную линию для 
электромагнитной волны − энергия в 
столб втекает по радиусу (как в ВЧ-
разряде). Интересно отметить, что ме-
ханизм пробоя в СВЧ (но не ВЧ!) 
диапазоне похож на механизм пробоя 
в тлеющем разряде (образование ла-
вин, стационарный критерий пробоя 
по формуле (3.43), кривые зависимо-
сти E = f (p) − аналоги кривых Паше-
на, сравнимость пороговых значений 
Е/p). 

Широкое распространение получил 
СВЧ-разряд в магнитном поле. По-
глощение энергии электромагнитной 
волны на частоте электронного цикло-
тронного резонанса (ЭЦР) позволяет 
сравнительно легко создавать плазму 
в безэлектродном ЭЦР разряде. Так, 
для частоты 2,45 ГГц резонанс происходит в поле В = 836 Гс. 
Генерация плазмы возможна при очень низком давлении газа, что 
позволяет применять такой разряд для прецизионного травления в 
микроэлектронике. Так как температура ионов очень мала, а при 
низких давлениях ионы имеют очень большую длину пробега, то 
они попадают на находящийся под отрицательным потенциалом 
электрод без столкновений с энергией, точно соответствуюшей 
этому потенциалу. Концентрация плазмы в ЭЦР разряде не очень 
велика ~ 1011 – 1012 см–3. 

 Отсутствие электродов в ВЧ- и СВЧ-разрядах предопределили 
их широкое использование в плазменных источниках заряженных 
частиц, например в ВЧ-плазмотронах. 

 

Рис. 3.72. Схема разряда в 
волноводе, поддерживаемо-
го H01 волной: а – сечение 
волновода диаметральной 
плоскостью трубки, плазма
затенена; б – распределение 
E вдоль широкой стенки 
волновода 
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3.7.6. Магнетронный разряд 
 
Принципиальным в магнетронных системах является наличие 

скрещенных электрического и магнитного полей. Основными эле-
ментами устройства являются катод-мишень, анод и магнитная 

система. В случае использо-
вания постоянного магнита 
силовые линии магнитного 
поля замыкаются между по-
люсами магнитной системы. 
Наличие замкнутого магнит-
ного поля у распыляемой по-
верхности мишени позволяет 
локализовать плазму разряда 
непосредственно у мишени. 
Эмитированные с катода под 
действием ионной бомбарди-
ровки электроны (ион-
электронная эмиссия) совер-
шают движение по характер-
ным в скрещенных E

G
 и H

G
 

полях траекториям (циклои-
дам и трохоидам) у поверхно-
сти мишени. Электроны ока-
зываются в ловушке, созда-
ваемой, с одной стороны, 

магнитным полем, возвращающим электроны на катод, а с другой 
стороны – поверхностью мишени, отталкивающей электроны. 
Электроны циркулируют в этой ловушке, совершая множество    
ионизирующих столкновений с атомами рабочего газа, в результате 
каждого из них электрон тратит полученную от электрического 
поля энергию на ионизацию. В силу не строгой перпендикулярно-
сти электрического и магнитного полей электроны будут посте-
пенно дрейфовать к аноду, но большая их часть, прежде чем по-
пасть на анод, многократно ионизуют атомы рабочего газа. Таким 
образом, наличие магнитного поля увеличивает эффективность 
процесса ионизации и приводит к росту концентрации положи-
тельных ионов у поверхности катода.  

 

Рис. 3.73. Пример схемы магне-
тронной распылительной системы с 
постоянным магнитом: 1 – магнит-
ная система; 2 – катод-мишень; 3 –
силовая линия магнитного поля; 4 –
зона наибольшей эрозии поверхно-
сти катода; 5 – траектория движения
электрона: 6 – анод; 7 – подложка 
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Напряжение зажигания в магнетронной системе значительно 
ниже, чем в обычных диодных системах. Это объясняется тем, что 
еще до наложения электрического поля электроны, всегда присут-
ствующие в рабочей камере и обеспечивающие первые акты иони-
зации в развитии лавинного пробоя газового промежутка, захваты-
ваются магнитной ловушкой. Концентрация электронов около по-
верхности катода оказывается выше, чем в объеме камеры, что и 
способствует возникновению разряда при более низких напряже-
ниях. Напряжение зажигания падает с ростом магнитного поля и 
может быть снижено до 200 В при повышении магнитного поля до 
0,1 Тл. Увеличение магнитного поля позволяет также зажигать 
магнетронный разряд при более низких давлениях. Система может 
работать в диапазоне давлений от 10–2 до 1 Па и выше. Ток разряда 
зависит от рабочего напряжения, давления рабочего газа, индукции 
магнитного поля, конфигурации магнетронной системы, распыляе-
мого материала и определяется мощностью источника питания. 
При давлении p = 10–5 ÷ 1 Торр и магнитном поле В = 300 ÷ 1000 Гс 
вольт-амперная характеристика хорошо апроксимируется соотно-
шением I = kUn, где I – ток, U – напряжение разряда, а k и n – по-
стоянные, зависящие от конструкции разрядного устройства, рода 
газа, давления и величины магнитного поля. Показатель n > 1 со-
храняется до величин плотностей тока j ≤ 0,3 А/см2; напряжение 
при этом достигает 400 ÷ 600 В. Плотность плазмы в этих условиях 
составляет ni  ≅ 108 ÷ 1010 см–3 при температуре электронов до 
Te ≅ 20 эВ. Разряд занимает на катоде узкую область, соответст-
вующую области перпендикулярности электрического и магнитно-
го полей. Преобладающим механизмом эмиссии электронов с като-
да в стационарном магнетронном разряде является, как и для 
тлеющего разряда, вторичная ион-электронная эмиссия. Основная 
ионизация происходит за счет развития электронных лавин, а усло-
вием поддержания разряда является условие Таунсенда. 
Сильноточный магнетронный разряд (2 на рис. 3.74) реалии-

зуется  с  наибольшей  вероятностью  в  диапазоне  давлений       
10–3 ÷ 10–1 Торр и магнитных полей с индукцией 0,4 ÷ 1,0 кГс. На-
пряжение на разряде монотонно увеличивается с ростом тока до 
некоторого максимального значения max

dU ≅ 500 ÷ 1200 В до пере-
хода разряда в сильноточный диффузный или дуговой режим. При 
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длительности импульса τ до 20 мс токи перехода достигают 250 А, 
что соответствует плотности катодного тока j ≅ 25 А/см2. Умень-
шение индукции магнитного поля приводит к увеличению разряд-
ного напряжения max

dU (B ⊥ ) до некоторого критического значения 
кр
dU , зависящего только от материала катода и рода газа. Дальней-

шее уменьшение индукции магнитного поля приводит к переходу 
разряда в высоковольтный режим, характеризующийся крутым 
ростом ВАХ и малым (до 1 А) значением разрядного тока.  

 
Рис. 3.74. Устойчивые формы разряда низкого давления в скрещенных 
E × H полях: 1 – стационарный магнетронный разряд; 2 – сильноточный 
магнетронный разряд; 3 – сильноточный диффузный разряд; 4 – дуговой 
разряд 

 
Сильноточный диффузный разряд (область 3 на рис. 3.74) фор-

мируется при токах 10 ÷ 2000 А и характеризуется постоянным на-
пряжением горения 65 ÷ 140 В, временем существования свыше 
1 мс, а также отсутствием контракции в плазме и катодном слое. 
Средняя плотность тока сильноточного диффузного разряда может 
достигать 90 А/см2. Сильноточный диффузный разряд реализуется 
преимущественно в диапазоне давлений 10–2 ÷ 5 Торр, независимо 
от вида разрядного устройства, рода газа, материала катода. Плот-
ность ионов может достигать (1,0 ÷ 1,5) ⋅ 1015 см–3. Температура 
электронов составляет 4 ÷ 8 эВ при высокой однородности разряда 
и отсутствии токовых каналов. 
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3.7.7. Плазменно-пучковый и пучково-плазменный разряды 

 
Самостоятельный плазменно-пучковый разряд (СППР) –

самостоятельный разряд в сильноточном (0,1 – 10 кА) диоде низко-
го давления ( 5 310 10p − −−∼  мм рт.ст.), который возникает из дуго-
вого, например при повышении давления ( 310p −>  мм рт.ст). Воз-
никновение СППР проявляется в возникновении в разряде большо-
го активного сопротивления, а именно, в отклонении от синусои-
дальной формы тока индуктивного разряда сильноточной вакуум-
ной дуги 0 sinI I tω∼ , где 0 0 /( )I V L= ω , р 0L L L= +  − сумма индук-
тивности разрядного промежутка и электрической цепи. При раз-
витии СППР рост тока замедляется, начальный участок синусоиды 
тока понижается, образуя плато до основного максимума, на этом 
плато возможно возникновение дополнительного максимума тока. 
Напряжение на разряде рV  в этот момент времени имеет максимум, 
а затем плавно уменьшается. Переход от дугового разряда к СППР 
происходит, когда плазма дугового разряда не в состоянии перене-
сти весь ток, который обеспечивает источник питания. При превы-
шении тока разряда критического значения р критI I> ∼  

min
2 e

e

kTen S
m

⋅∼ , где minn – плотность концентрации электронов в 

области минимума плотности плазмы; eT  – температура электро-
нов плазмы; S – сечение токового канала, в плазме образуется ди-
намический двойной слой объемного заряда, на котором сосредо-
тачивается практически все приложенное к диоду напряжение 

сл рV V∼ . Ток разряда становится равным 
3/2
р

р 2
сл

1,86 2
9 e

VeI
m l

=
π

, где 

слl  – толщина двойного слоя. В электрическом поле двойного слоя 

сл сл сл/E V l∼ , толщина которого, как правило, много меньше дли-
ны диодного промежутка, происходит встречное ускорение пучков 
электронов и ионов. Подобно дуговому разряду СППР формирует-
ся в условиях возникновения эмиссии с холодного катода катод-
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ными пятнами, но отличается от дугового процессами переноса 
тока и способом нагрева плазмы, обеспечивающим баланс нужного 
числа носителей. Перенос разрядного тока пучками заряженных 
частиц и нагрев электронов плазмы до энергий, достаточных для 
ионизации газа, происходит за счет коллективного пучково-
плазменного взаимодействия. СППР – самостоятельный разряд, так 
как необходимое для разряда число носителей поддерживается ис-
ключительно за счет поданного на электроды напряжения. Разли-
чают два характерных типа СППР: К-разряд и М-разряд, которые 
отличаются как пространственной локализацией двойного слоя, так 
и условиями возникновения и динамикой поддержания. При К-
разряде минимум концентрации плазмы и, соответственно, двой-
ной слой локализован в прикатодной области диода между плотной 
плазмой катодных пятен (1015 – 1017 см–3) и плазмой диода (1012 – 
1013 см–3). Формируемый в двойном слое мощный электронный пу-
чок пронизывает весь разрядный промежуток. В случае М-разряда 
двойной слой расположен между электродами и его локализация 
определяется областью с минимумом концентрации плазмы. При 
этом основной ток разряда переносится пучком электронов только 
на участке двойной слой – анод. Меняя область минимума концен-
трации плазмы, можно управлять местоположением слоя, а следо-
вательно, и местоположением зоны генерации интенсивных пучков 
заряженных частиц.  

СППР применяется для генерации интенсивных пучков элек-
тронов и ионов. Для этого диодный промежуток, как правило, по-
мещают в продольное однородное магнитное поле катушек. Гене-
рируемый в двойном слое пучок электронов за счет ионизации соз-
дает плазму, которая удерживается в магнитном поле. Номиналь-
ный ток в магнитных катушках таких устройств порядка 200 А, что 
соответствует величине магнитного поля порядка 600 Гс. При токе 
пучка порядка 1 A энергия электронов пучка – 3  –  4 кэВ. В СППР 
есть условия, когда существует группа горячих электронов с энер-
гиями порядка десятков и даже сотен килоэлектрон-вольт, что зна-
чительно больше энергии пучка. Высокоэнергетичные электроны, 
нагретые пучково-плазменными колебаниями, при кулоновском 
рассеивании и в столкновении со стенками производят рентгенов-
ские кванты. Поэтому СППР может быть использован как генера-
тор интенсивного рентгеновского излучения. В этом случае более 
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предпочтительной является локализация двойного слоя непосред-
ственно у поверхности анода-мишени, что исключает потери энер-
гии электронного пучка на взаимодействие с плазмой. При этом 
создание градиента концентрации плазмы с минимумом у анода в 
сильноточных импульсных плазменных диодах возможно как за 
счет градиента концентрации первичной плазмы, которой предва-
рительно заполняется диодный промежуток, так и за счет градиен-
та давления нейтрального газа вдоль разрядной трубки. Следует 
отметить, что формирование постоянного градиента давления 
предполагает, как правило, наличие мощных средств откачки, что в 
различных практических приложениях зачастую затруднено. Для 
автономных систем необходимы очень быстрый импульсный на-
пуск рабочего газа с катодной стороны плазменного диода (чтобы 
кратковременно создать необходимый градиент давления) и интен-
сивная откачка отработанного газа после гашения разряда.  

 
Пучково-плазменный разряд 

 
Пучково-плазменный разряд (ППР) в магнитном поле обладает 

следующими особенностями:  
 сильно неравновесная (энергия электронов плазмы значи-

тельно превышает энергию тяжелых частиц ионов, атомов, моле-
кул) низкотемпературная (< 10 эВ) плазма высокой плотности 
(1010 − 1013 см–3);  

 широкий диапазон степени ионизации рабочего вещества –   
от полной ионизации (α = 1) до слабо ионизованной плазмы 
(α = 10–5);  

 высокие значения потоков тяжелых частиц (ионов и атомов) 
1016 − 1019 cм–2с–1;  

 возможность получения стационарной плазмы с высокой 
энергонапряженностью (до 0,5 Вт/см–3) в большом объеме (не-
сколько десятков литров).  

Для технологических применений важное значение имеют свя-
занные с этими свойствами новые возможности, а именно:  

 имеется возможность получать плазму для разных рабочих 
веществ (в газах и парах металлов), например, в воздухе, азоте, ки-
слороде, водороде, метане, углекислом газе, фреоне, аргоне, литии, 
кальции и др.;  
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 плазменной обработке могут подвергаться весьма большие 
поверхности (диаметром до 0,5 м и длиной до 2 м);  

 при проведении процесса получается плазма высокой чисто-
ты с крайне малым содержанием примесей. 

Указанные особенности позволяют предлагать пучково-
плазменный разряд для разработки новых ионных источников с 
высокими значениями ионного тока для различных применений.  

Кроме технологического использования ППР применяется для 
исследования ионо- и магнитосферной плазмы (электронные пучки 
инжектируется на высотах 90 ÷ 150 км), так же как эффективный 
генератор СВЧ и рентгеновского излучения.  

В лабораторных условиях пучково-плазменный разряд возника-
ет при прохождении пучка электронов диаметром 1 − 5 см с энер-
гией 0,1 − 10 кэВ, током 10–1 − 10 А через плазмообразующий газ 
(например, H, He, N2, Ar) в вакуумной камере (при давлении в пре-
делах 10–5 − 10–1 мм рт.ст.), помещенной в однородном магнитном 
поле (напряженностью 10 − 104 Э). Пример разработанного на ка-
федре физики плазмы МИФИ встраиваемого плазменно-пучкового 
генератора для создания потоков плазмы показан на рис. 3.75.  

 

 
Рис. 3.75. Малогабаритный плазма-пучковый генератор: 1 – охлаждаемый 

соленоид; 2 – катодный узел; 3 – алюминиевый катод; 4 – антикатод 
 
Возникновение ППР прежде всего происходит вследствие раз-

вития пучковой неустойчивости, в результате чего происходит воз-
буждение электронным пучком колебаний и волн в плазме. Под-
держание ППР в магнитном поле обусловлено ионизацией газа 
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плазменными электронами, ускоренными в поле высокочастотных 
колебаний (СВЧ) колебаний, возбуждаемых электронным пучком в 
плазме. То, что электронный пучок в ППР имеет сильно "’размы-
тую" функцию распределения электронов по продольным скоро-
стям с наличием электронов, имеющих энергию большую энергии 
инжекции, отмечалось уже в первых экспериментах. В настоящее 
время известно, что часть электронов плазмы (до 10 %) ускоряется 
в ППР до энергий на порядок превышающих энергию электронного 
пучка. Экспериментально было обнаружено, что большая часть ус-
коренных электронов движется навстречу пучку. Область локали-
зации высокоэнергетичных электронов привязана к максимальной 
амплитуде возбуждаемых колебаний. Таким образом, плазма ППР 
в области взаимодействия является генератором потоков заряжен-
ных частиц. Максимум СВЧ-колебаний лежит в области, прилежа-
щей ко входу, через который подается электронный пучок, входит 
в область взаимодействия. В этой же области регистрируется и 
рентгеновское излучение из плазмы. Это дает основание предпо-
ложить, что электроны испытывают сильное рассеяние на возбуж-
даемых СВЧ-полях в плазме, совершая при этом сложные движе-
ния, в результате чего их реальный пробег между соударениями 
оказывается большим. К тому же, существование стационарно про-
странственно выделенной области рентгеновского излучения обу-
словлено торможением на нейтральных атомах плазмообразующе-
го газа, указывает на наличие "длительного" удержания электронов 
в выделенном пространстве.  

Одной из особенностей ППР при выходе в "установившийся" 
режим "горения" является смена знака тока, принимаемого коллек-
тором электронного пучка, т.е. токоприемный коллектор принима-
ет незакомпенсированный поток ионов. Причем при удалении от 
коллектора зонд фиксирует положительный ток. На некотором рас-
стоянии от коллектора на зонде появляется отрицательный ток. 
Существование локальной области, из которой ускоренные элек-
троны и ионы движутся в противоположном направлении, может 
свидетельствовать и о формировании двойного слоя.  

Основной максимум СВЧ-колебаний соответствует резонансной 
частоте, равной электронно-плазменной частоте (ωр1 = ωре). Допол-
нительный максимум соответствует частоте в два раза больше, чем 
электронно-циклотронная частоте (ωр2 = 2ωНе). Электроны плазмы 
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в поле СВЧ-волн этих резонансных частот приобретают энергию и 
ионизуют газ. Между параметрами плазмы (температура и плот-
ность электронов) и амплитудой СВЧ-колебаний наблюдается кор-
реляция. При возбуждении колебаний с первой резонансной часто-
той ωр1 = ωре отмечается максимальное значение температуры 
электронов. Максимальному значению плотности и минимальному 
значению температуры электронов плазмы соответствует вторая 
резонансная частота ωр2 = 2ωНе. При увеличении плотности плазмы 
происходит отстройка от резонанса ωр2 = 2ωНе. Электроны пере-
стают набирать энергию. Плазма из локализованной области суще-
ствования ускоренных электронов вытекает к коллектору. Пониже-
ние плотности плазмы восстанавливает резонанс, а вместе с этим 
восстанавливаются и условия для ускорения электронов плазмы. 
После чего становится возможной доионизация газа электронами, 
сопровождающаяся ростом плотности плазмы в ППР. В условиях 
неоднородной плазмы возбуждаемые электронно-плазменные мо-
ды СВЧ-колебаний вызывают возбуждение низкочастотных (НЧ) 
ионных колебаний, роль этого процесса для поддержания разряда 
является определяющей. Резонанс разрушается при возрастании 
плотности плазмы с возбуждением НЧ-колебаний (ионный звук).  

Основной вклад в ионизацию газа дают электроны, ускоренные 
в области пространства, где сконцентрирована энергия СВЧ-волн. 
Плазма вытекает из этой области со скоростью ионно-звуковых 
волн. Неоднородность плазмы и нелинейное взаимодействие СВЧ- 
и НЧ-волн, возбуждаемых пучком, усиливает НЧ-колебания, вклю-
чая дрейфовые волны. Они обеспечивают аномальную диффузию 
плазмы поперек магнитного поля. В результате этого плазма зани-
мает объем радиусом много большим радиуса пучка. Максималь-
ная температура электронов плазмы достигается в условиях возбу-
ждения максимальной амплитуды НЧ-колебаний. При этом СВЧ- и 
НЧ-колебания становятся нерегулярными. В результате этого элек-
троны в поле ускоряющей волны имеют большую эффективную 
частоту соударений. СВЧ-колебания отдают большую часть своей 
энергии низкочастотным. В стохастических НЧ-полях ускоряются 
и ионы плазмы. Управление спектром НЧ-колебаний позволяет, 
как это следует из экспериментов, регулировать передачу энергии 
от пучка к ионам плазмы. 
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3.7.8. Разряды с термокатодом 
 

Использование накали-
ваемого термокатода по-
зволяет получать ионы как 
в результате прямой иони-
зации электронами, уско-
ренными в промежутке 
между катодом и анодом, 
атомов или молекул газа 
при любой сколь угодно 
малой их концентрации, 
когда плазма не образует-
ся, так и при повышенном 
давлении газа. В первом 
случае говорят об источ-
никах ионов с электрон-
ным ударом, применяемым 
в основном в масс-
спектрометрии, когда ве-
роятность образования   

иона прямо пропорциональна концентрации газа. Во втором случае 
речь может идти об разрядах низкого давления или о дуговых раз-
рядах низкого давления (Р ~ 0,1 – 1Па) с накаливаемым катодом. 
Распределение потенциала и напряженности поля для разрядов с 
накаливаемым катодом показано на рис. 3.76.  

Так как для существования разряда вторичная эмиссия электро-
нов из катода под действием ускоряемых к нему ионов не обяза-
тельна, то напряженность электрического поля у катода, как и на 
границе плазмы, может быть равной нулю. Ширина промежутка 
между катодом и плазмой определяется длиной свободного пробега 
электрона. Плотность тока электронов и ионов в нем определяется 
законом Чайлда – Ленгмюра (3.19) (см. разд. 3.5), при соотношении 
плотности электронного тока ej  к плотности тока ионов j+  

 1/2/ ( / ) .e i ej j M m+ =  
При недостатке термоэлектронов (недокале катода) вольт-

амперная характеристика разряда – растущая: с увеличением раз-

Рис. 3.76. Дуговой разряд с накаливае-
мым катодом, зависимости напряжен-
ности поля X и потенциала пространст-
венного заряда V вблизи поверхности
термокатода 
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рядного напряжения ток разряда растет. При достаточной темпера-
туре катода, когда плотность тока термоэмиссии выше плотности 
разрядного тока и достаточной концентрации нейтрального газа 
попытка увеличения напряжения на разряде приводит к росту раз-
рядного тока без изменения напряжения на нем. Напряжение на 
разряде, как в дуге, может составлять несколько десятков вольт, 
однако для его зажигания необходимо приложить намного большее 
(в 2 – 3 раза) напряжение. Если термокатод представляет собой 
вольфрамовую или танталовую проволоку, то по мере бомбарди-
ровки ионами она утоньшается за счет распыления. При этом со-
противление катода увеличивается, а ток через него уменьшается. 
Таким образом при постоянном напряжении на катоде обеспечива-
ется примерно постоянная его температура. 

 Плазменные источники ионов с накаливаемыми катодами могут 
реализовываться в различных вариантах, в том числе с продольным 
(по отношению к направлению извлечении ионов) и поперечным 
магнитным полем (калютрон). 

Все описанные разряды могут служить источниками заряжен-
ных частиц: как ионов, так и электронов. Вид используемого в ис-
точнике разряда зависит от направленности той или иной пучковой 
технологии. Разработано множество различных типов плазменных 
источников ионов. Однако для получения интенсивных ионных 
пучков эффективно можно использовать лишь некоторые из них.  

 
3.8. Плазменные ускорители 

 
3.8.1. МГД-приближение 

 
Для описания ускорения плазмы магнитным полем воспользу-

емся МГД-приближением. Теорию МГД-метода разработал Альф-
вен в 1942 г. для описания динамики космической плазмы. А ос-
новной вклад в разработку плазменных ускорителей внес 
А.И. Морозов. Плазма рассматривается как проводящая жидкость. 
Основное приближение – это введение ( ) ( ), ,   ,n t r V t rα α

G G : 

3n f d Vα α= ∫ ;     31V Vf d V
nα α

α
= ∫

G G
. 
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Система МГД-уравнений состоит из уравнения непрерывности, 
уравнения движения, уравнения состояния для каждой компоненты 
плазмы и четырех уравнений Максвелла: 

 

тр

div 0  уравнение непрерывности;

1 ;  

;                                                                 

div 4 ;            i l
l

dn n V
dt

dn
m n p Z en E V B F

dt c
p nkT

E e Z n n

α
α α

α
α α α α α α

α α

α α
α≡

+ = −

⎛ ⎞= −∇ + + × +⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

⎛ ⎞
= π −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑

G

G G G G

G
                         

1rot ;                                                            

div 0;                                                                     
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G G

 (3.53) 

В данной системе температура компоненты плазмы выступает 
как внешний параметр. Если к этой системе добавить уравнение 
для расчета температуры, обычно это уравнение теплового баланса, 
то система становится замкнутой и для ее расчета необходимы 
только начальные и граничные условия. Уравнение теплового ба-
ланса для каждой конкретной задачи имеет свой специальный вид. 
Например, для плазмы пинча или дугового разряда оно состоит в 
том, что омические потери идут на излучение плазмы как черного 
тела: 2 4( ) StR T I T⋅ = σ , где ( )R T  – сопротивление плазмы, завися-
щее от температуры (можно взять cпитцеровскую температурную 
зависимость проводимости). 

 
3.8.2. Одножидкостная модель 

 
В одножидкостной модели считается, что ионы и электроны 

движутся с одинаковой скоростью как целое. Для достаточно плот-
ной плазмы это оправдано эффектом амбиполярности, более под-
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вижные электроны не могут далеко убежать от ионов из-за возник-
новения сильных электрических полей. Вводится: 

массовая плотность n mα α
α

ρ =∑ ; 

массовая скорость 1V n V mα α α
α

=
ρ∑

G G
; 

давление как сумма парциальных давлений p pα
α

=∑ . 

Суммируя уравнения непрерывности для электронов и ионов, 
получим массовое уравнение непрерывности или закон сохранения 

масс: div 0v
t

∂ρ + ρ =
∂

G . Суммируя уравнения движения для электро-

нов и ионов в пренебрежении сил трения тр 0F = , получим уравне-

ние движения для плазмы: 1dv p j B
dt c

ρ = −∇ + ×
G GG

. В правой части 

этого уравнения нет электрической силы, так как e
e
Z n nα α

α≠
=∑ . 

Первое слагаемое правой части уравнения указывает на градиент 
газокинетического давления как на одну из причин движения плаз-
мы (гидродинамика). Можно показать, что второе слагаемое соот-

ветствует магнитному давлению 
2

маг 8
Bp =

π
 (магнитная динамика). 

Тогда 

 

div 0;        

1 ;

.                       

V
t
dV p j B
dt c

p nkT

∂ρ⎧ + ρ =⎪ ∂⎪
⎪ρ = −∇ + ×⎨
⎪

=⎪
⎪
⎩

G

G GG
 (3.54) 

 

Возьмем последние три уравнения Максвелла: 
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1rot ;

div 0;         
4rot ,   

BE
c t

B

B j
c

⎧ ∂= −⎪ ∂⎪⎪ =⎨
⎪ π⎪ =
⎪⎩

GG

G

G G
 

и закон Ома: эф
1j E E V B
c

⎛ ⎞= σ = σ + ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

G G G GG
. 

К последнему уравнению системы применим операцию rot: 
4rot rot rotB j
c
π⋅ =

G G
; 

( ) ( )[ [ ]]a b c b ac c ab× × = −
G G GG G GG G G ; 

N

2 2

0

1

[ ] ( ) grad div 

4 1rot rot ;
B

c t

B B B B B

E V B
c c

=

∂=−
∂

∇ × ∇ × = ∇ ∇ − ∇ = ⋅ −∇ =

⎛ ⎞
⎜ ⎟π ⎛ ⎞= σ + ×⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎜ ⎟
⎝ ⎠

G G G G G G G G G
���	��


G G G  

2
rot

4
B cV B B
t

∂ ⎡ ⎤= × + Δ⎣ ⎦∂ πσ

G G G G
. 

Если плазма покоится, то 0V = . 
2

4
B c B
t

∂ = Δ
∂ πσ

G G
 – уравнение диффузии магнитного поля. 

При  σ = ∞   rotB V B
t

∂ ⎡ ⎤= ×⎣ ⎦∂

G G G
 – уравнение  «вмороженности» 

магнитного поля. Уравнение диффузии магнитного поля имеет вид: 
 

 
2 2 2

маг 2 2 2
B B B BD
t x y z

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂= + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

G G G G
;    

 
22

маг4
S

S

c D δ
= =

πσ τ
;   (3.55) 

 
2

маг 4S S S
cDδ = τ = τ
πσ

 – глубина скин-слоя. 
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При σ → ∞  0Sδ → , т.е. магнитное поле не проникает в идеаль-
ный проводник. Движение плазмы в одножидкостном приближе-
нии описывается уравнением: 

 1dV j B p
dt c

ρ = × − ∇
G GG

. 

Выясним природу силы Лоренца 1 j B
c

×
GG

. Для этого вспомним 

тождество анализа:  

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

grad

grad grad rot rot ;

a b a b a b a b

a b b a a b b a

a b b a a b b a

↓↓ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⋅ = ∇ ⋅ = ∇ ⋅ + ∇ ⋅ =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= ⋅∇ + ⋅∇ + × ∇ × + ∇ × =

= ⋅ + ⋅ + × +

G G G GG G G G

G G G GG G G G

G G G GG G G G
 

 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) [ ]

[ [ ]]

[ [ ]] ;

a b c b ac c ab

b ac b ac a b c

ab a b a c

⎛ ⎞× × = −
⎜ ⎟
⎜ ⎟= + × ×
⎜ ⎟
⎜ ⎟∇ = ∇ + × ∇ ×⎝ ⎠

G G GG G GG G G

G G GGG G G G
G GG G G G

 

( ) ( ) ( )
2

маг

1 1 rot 
4

1 1 1grad gard ,
4 2 8 4

j B B B
c

BB B B B B B p

× = × =
π

⎛ ⎞= − ⋅ + = −∇ + ∇ = −∇⎜ ⎟π π π⎝ ⎠

G G GG

G G G G G G  

где 

2

2

маг

2

0 0
8

0 0
8

0 0
8

B

Bp

B

⎛ ⎞
⎜ ⎟π⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
π⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎜ ⎟π⎝ ⎠

 – тензор магнитного давления;  

2

маг 8
Bp =

π
 – магнитное давление, оно является одновременно 
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плотностью магнитной энергии размерности 3
эрг
см
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

, если [Гс]B = . 

В поперечном направлении силовые линии расталкиваются, а в 
продольном силовые линии натянуты, т.е. стремятся сжаться. По-
кажем, что последнее слагаемое в силе Лоренца соответствует на-
тяжению магнитных силовых линий, т.е. связано с кривизной сило-
вых линий: 

( ) ( ) ( )( )
( )

2

2

кр

1 1
4 4

1 ;
4 4

B B
B B B B B

B Bn B
R

= τ
⋅∇ = τ∇ τ + τ τ∇ =

π π
τ= + τ∇

π π

G G
G G G G G G

GG G
 

( )
кр

n
R

τ∇ τ =
GG G ;   

0 0 кр кр
lim lim
S S

n n
S R RΔ → Δ →

Δτ Δα ⋅∇τ = = =
Δ Δα

G G GG . 

Если обозначить ( )⊥∇ = ∇ − τ τ∇G G , то

 
2 2

кр

1
8 4
B Bj B n

c R⊥
⎛ ⎞

× = −∇ +⎜ ⎟π π⎝ ⎠

GG G . 

Таким образом, сила Лоренца – сила магнитного давления в попе-
речном к магнитному полю направлении. 

В вакууме, где 0j =
K

, 
кр

B n
B R
⊥∇ =

G
. Это соотношение означает, 

что топология магнитного поля в вакууме соответствует уравнове-
шиванию поперечного магнитного давления натяжением силовых 
линий.  

В плазме существует газокинетическое давление частиц плазмы. 

Отношение 2
м

8p pB
p B

π= =  называется параметром β. Если 1β > , то 

плазма считается высокого давления, если 1β <  – низкого.  
 

3.8.3. Равновесие плазменной границы 
 
Вновь  вернемся  к  уравнению  движения  плазмы  как  жидко-

сти: 1dV j B p
dt c

ρ = × − ∇
G GG

. Если плазма стационарна, то  
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10V j B p
c

= ⇒ × = ∇
G GG

 – это условие равновесия плазмы, из которого 

следует, что вектора  и j B
GG

 лежат на поверхности constp = , т.е. 
магнитные поверхности в плазме являются изобарическими. Если 

магнитное поле однородно, то 
21

8
z

z
Bj B

c ⊥× = −∇
π

GG
, т.е. газокинети-

ческое давление уравнивается магнитным: 
2

8
zBp ⊥∇ = −∇
π

. Или 

можно записать: 
2 22

0 0 const
8 8 8

z zB BBp p p⊥
⎛ ⎞

∇ + ∇ = ⇒∇ + = ⇒ + =⎜ ⎟π π π⎝ ⎠
. 

Если учесть, что вне плазмы 0zB B= , то можно написать соот-

ношение: 
22
0

8 8
z BBp + =
π π

, т.е. магнитное поле в плазме ослабляется, 

плазма выталкивает магнитное поле как диэлектрик. Таким обра-
зом, магнитное поле в плазме зависит от давления плазмы и меня-

ется так, чтобы оставалась постоянной величина 
2

const
8

zBp + =
π

. 

3.8.4. Рельсотрон 
 

В одномерном случае плазменный ускоритель имеет вид рель-
сотрона (рис. 3.77).  

 
 

Рис. 3.77. Рельсотрон 
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Полная индуктивность системы: 0 xL L L x= + , где xL  – погонная 
индуктивность, Гн/м. Подводимая в канал плотность мощности: 

N
2

2 2

8 8
j

d H Hp v E j
dt t x

σ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ε ∂ ∂= = + + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ π ∂ π⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. Интегрируя по объему, полу-

чим мощность:  

 пP U I= ⋅ =  
2 2

2
п .

8 8
H HV V v R I

t x
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂= + ⋅ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ π ∂ π⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Закон сохранения энергии: 

 
2 2 2 2 2

20 0 0 0
п

02 2 2 2 2

t
xC U C U L I L xI mvW R I dt= = + + + + ∫ . 

Подводимая к каналу мощность: 

 2
п

1
2x x k RP U I L xII L vI= ⋅ = + + ε + ε� � � . 

Сопоставив, получаем, что мощность, расходуемая на переме-
щение плазменного поршня:  

 2 21 1
2 2v x xP L vI Fv F L I= = ⇒ =  – ускоряющая сила. 

Тогда систему уравнений, описывающая данную модель, можно 
представить в виде:  

( )

2

0
0

2

2 4

;
1 ;

2
1 ;

( ) ( );
1 ;
2

;

;
(1 )

2 ,

x
p

x x

x

p
p p

p

p St p p

x v
v L I

m

U I
c

U L L x I I R L v
L IP
a b

aR
b l

Pn
kT

R I T a b b l a l

=⎧
⎪ =⎪
⎪
⎪ = −
⎪
⎪ = + ⋅ + + ⋅⎪⎪ ⋅⎨ =
⎪ ⋅
⎪ =⎪ σ ⋅ ⋅⎪
⎪ =
⎪ + γ
⎪ = σ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅⎪⎩

�
�

�

�
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где ,  ,  pa b l  – высота, длина, ширина поршня (рис. 3.78); pσ  – про-
водимость плазмы, определяемая, например, по формуле Спитцера; 

pγ  – степень ионизации плазмы, определяемая уравнением Саха. 
Последнее уравнение системы задает тепловой баланс в предполо-

жении, что все омически 
выделяемое в плазме те-
пло идет на излучение 
плазмы как излучение 
черного тела. Система 
замкнута. Точность рас-
чета определяется сохра-
нением энергии: 
 

2 2 2 2 2
20 0 0 0

0
0

const
2 2 2 2 2

t
xc U c U L I L xI mvW RI dt= = + + + + =∫ . 

Пучки плазмы, формируемые плазменными ускорителями, на-
шли широкое распространение в качестве движителей космических 
аппаратов. Как правило, это импульсные устройства, работающие 
на тяжелых газах (аргон, ксенон). Они подробно описаны в специ-
альных изданиях, в том числе и в учебных пособиях [15]. 

Рассмотрим теперь плазменный ускоритель, используемый в ис-
следованиях по взаимодействию плазмы с материалами термоядер-
ных установок. С помощью этого ускорителя создаются пучки им-
пульсной плазмы с параметрами, близкими к тем, которые имеют 
место при срывах плазмы в токамаках или при взаимодействии с 
обращенными к плазме элементами установок так называемых 
ЭЛМах первого рода (ELM – edge localized modes). Эти локализо-
ванные на периферии плазмы моды наблюдаются в режимах с 
улучшенным удержанием плазмы и периодически выносят на стен-
ку за короткое время порядка сотни микросекунд несколько мегад-
жоулей энергии. Плотности мощности ~ 1 МДж/м2 оказывается 
достаточной для оплавления материалов. Квазистационарный 
плазменный ускоритель (КСПУ), в свое время созданный в Троиц-
ком институте термоядерных и инновационных исследований 
(ТРИНИТИ), оказался наилучшей имитационной установкой для 
такого рода испытаний и сейчас интенсивно используется для про-
гнозирования поведения материалов термоядерного реактора 

 
Рис. 3.78. Схема электрической цепи 

плазменного ускорителя 
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ИТЭР. Схема КСПУ приведена на рис. 3.79, а внешний вид на 
рис. 3.80. 

 
Рис. 3.79. Принципиальная схема плазменного ускорителя КСПУ: 1 – ка-
тушка импульсного газового клапана; 2 – тарелка клапана; 3 – объем над 
клапаном; 4 – изолятор; 5 – подача газа; 6 – катод; 7 – анод 

 
Параметры генерируемых на этом ускорителе потоков плазмы 

приведены ниже.  
 

 
 

Рис. 3.80. Внешний вид импульсного плазменного ускорителя КСПУ 
 

Параметры пучка плазмы КСПУ 
 

• Длительность импульса  Δt = 0,1 ÷ 0,6 мс 

• Скорость потока плазмы  v = (1 ÷ 3) 105 м/с 

• Плотность плазмы  n = 1022 ÷ 1023 м–3 

• Диаметр потока  d = 5 см 

• Направленная энергия ионов  Ei = 0,1 ÷ 0,5 кэВ 

• Тепловые нагрузки   Q = 0,2 ÷ 2,5 МДж/м2 
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3.9. Основные характеристики стационарных  
плазменных источников ионов 

 
В плазменных источниках ионы эмитируются с поверхности га-

зоразрядной плазмы, а ионный пучок формируется с помощью 
ионно-оптической системы (ИОС). 

Основные параметры ионных источников, позволяющие их 
сравнивать и отбирать для той или иной задачи, следующие.  

1. Полный ток ионного пучка I. Для однозарядных ионов 1 А со-
ответствует 6,25 ⋅ 1018 част./с. 

2. Энергия ионов пучка Е – средняя энергия направленного дви-
жения ускоренных частиц, измеряемая в электрон-вольтах (эВ), она 
численно равна в случае однозарядных ионов ускоряющему напря-
жению V (в вольтах). 

3. Газовая эффективность, она является одним из важнейших 
параметров ионных источников, так как от нее сильно зависит не-
обходимая скорость откачки вакуумной системы. Под газовой эф-
фективностью понимают отношение потока частиц газа в виде ус-
коренных ионов Гi к напускаемому в источник потоку газа Г0. Если 
поток газа выразить через принятые в вакуумной технике единицы 
Q = pS = ГkT , где p – давление газа; S – скорость откачки, а ток в 
амперах, то при комнатной температуре подачи газа T = 300 K га-
зовая эффективность источника положительных однозарядных ио-
нов может быть выражена следующим образом:  

3
0

Г 0,026 (A) βη
Г 2(Па м )

I
Q

+ ⋅= = ⋅
⋅

.  

Здесь β – степень диссоциации молекул, если источник работает на 
двухатомном газе. Напомним, что постоянная Больцмана 
k = 1,387 ⋅ 10–23 Па ⋅ м3 ⋅ К–1. 

4. Энергетическая эффективность источника, она определяет-
ся отношением мощности пучка Wb =I ⋅ V к полной мощности, за-
трачиваемой на его создание Wpower (мощность питания катода, 
мощность разряда, мощность на создание магнитного поля в ис-
точнике): 

power
η b

W
W

W
= . 
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5. Компонентный состав пучка в источнике при работе с моле-
кулярными газами или на смеси газов, он может изменяться в зави-
симости от параметров разряда – тока и напряжения, а также дав-
ления нейтрального газа. Так, при работе на водороде в плазме га-
зового разряда образуются помимо одноатомных ионов H+, также и 
двухатомные H2

+ и трехатомные H3
+, а также отрицательные ионы 

водорода H-. Компонентный состав плазмы в газоразрядных источ-
никах при Te >> Ti определяется зависимостью от электронной 
температуры сечений ионизации, диссоциации и рекомбинации 
различных ионов, атомов и молекул. Компонентный состав пучка 
ионов водорода можно варьировать в широких пределах. При 
больших концентрациях плазмы можно получать режимы, при ко-
торых основной компонентой будут однозарядные ионы (~ 80 –  

85 %). По мере увеличения дав-
ления нейтрального газа и 
уменьшения электронной тем-
пературы увеличивается доля 
молекулярных ионов, поэтому 
основной компонентой извле-
каемого пучка могут стать моле-
кулярные ионы.  

На рис. 3.81 показано изме-
нение компонентного состава 
пучка ионов водорода, извле-
каемого из источника с накали-
ваемым катодом, по мере увели-
чения плотности тока (концен-
трации плазмы). 

6. Энергетический спектр извлекаемых ионов, он зависит от 
применяемого для их генерации типа разряда. В источниках с на-
каливаемым катодом с низковольтной дугой пониженного давле-
ния разброс по энергиям, как правило, невелик и не превышает 
10 эВ. Однако в источниках пеннинговского типа или в источниках 
с холодным катодом, когда напряжение на разряде высокое, энер-
гетический разброс извлекаемых из плазмы ионов может быть зна-
чителен, что ухудшает фокусировку пучков и их сепарацию по 
массам. 

Рис. 3.81 Изменение компонент-
ного состава пучка ионов водоро-
да при увеличении плотности
тока на зонд 
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7. Так как в газоразрядной плазме возникают различные колеба-
ния и неустойчивости, то ток пучка может быть модулирован во 
времени. Степень модуляции ΔI/I влияет на процессы компенсации 
объемного заряда в пучках частиц и также отражается на качестве 
их формирования. 

 
3.9.1. Извлечение и формирование пучков  

положительных ионов 
 
 Основными параметрами сформированных пучков ионов явля-

ются следующие. 
1. Первеанс пучка, который определяется как отношение полно-

го тока пучка к ускоряющему напряжению в степени три вторых:  

 3,2
3/2[A/В ] IP

U
= . (3.56) 

При первеансе более 7 3,210 /A В−  пучки считаются интенсивны-
ми. Для сравнения с электронными пучками надо использовать ве-
личину эквивалентного первеанса:  

1/2

3/2
0

.i

e

MIP
mU

+ ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

2. Эмиттанс, отражающий наличие у ионов тепловых скоро-
стей, которые вносят вклад в расходимость пучка и влияют на 
"портрет" пучка в фазовом пространстве. Согласно теореме Лиу-
вилля при отсутствии диссипативных сил фазовый объем пучка 
сохраняется: 

constdrdp =∫
G G . 

В случае, когда продольная скорость частиц (вдоль оси z) в пучке 
много больше поперечных, то продольным разбросом частиц по 
скоростям можно пренебречь и рассматривать усредненную функ-
цию распределения частиц в 4-мерном пространстве для некоторо-
го поперечного сечения пучка: 

( , , ) ( , , )
z

z

p

x y x y z
p

F x y p p x y p p dp
Δ

−Δ

= Ψ∫ . 

Полный ток пучка представляет собой функцию распределения, 
проинтегрированную по всему объему, занятому токами пучка 
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 ( , , )x y x yI e F x y p p dxdydp dp= ∫ . 
В случае независимости движений по x и y можно говорить об 

инвариантности сечений 4-мерного фазового объема плоскостью 
x = const, px = const (или y = const,  py = const).  

На практике пользуются не импульсами, а углами наклона тра-
ектории пучка к продольной оси z: 

 ;x

z

pdxx
dz p

′ = =    y

z

pdyy
dz p

′ = = . 

Эмиттанс и является мерой двумерного фазового объема Vf 

 1Э f

z

V
dxdx

p
′= =

π π∫  (3.57) 

Чтобы избежать зависимости эмиттанса от энергии частиц ис-
пользуют также нормализованный эмиттанс  

2 2

β 1Э
1 β 1 β

f f
N

z

V V
p Mc

= ⋅ = ⋅
π π− −

. 

На рис. 3.82 показан вид огибающей осесимметричного пучка 
частиц и соответствующие ему фазовые траектории в плоскости 
z = const. 

 
Рис. 3.82. Фазовые траектории в случае сходящегося (а),  

параллельного (б) и расходящегося пучков (в) 
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Эмиттанс соответствует деленной на π площади фазовой диа-
граммы. Так как плотность потока частиц пучка может быть (и, как 
правило, является) неоднородной, спадающей к периферии, то «фа-
зовый портрет» пучка определяют при определенном значении 
плотности тока, например 0,1 от максимальной интенсивности. 

Измерение фазового портрета (или эмиттанса) пучка можно 
производить методом двух или четырех щелей. Для того, чтобы 
определить эмиттанс пучка при некотором значении z с помощью 
первого метода используют две подвижные щели. Первая из них 
находится в плоскости z = const, а вторая располагается на некото-
ром расстоянии l от нее вдоль по пучку, за ней помещается детек-
тор пучка (цилиндр Фарадея или другой). Устанавливая первую 
щель на некотором расстояние х1 от центра пучка, измеряют рас-
пределение тока за второй щелью при ее поперечном вдоль х пере-
мещении. Таким образом, для каждого значения х1 строится рас-
пределение тока за второй щелью J (x1, x2), однозначно связываю-
щее приходящий ток и угол, под которым эта часть пучка попадает 
в щель 2. Значение (x2  – x1)/l x′=  соответствует углу. Получив се-
мейство распределений J (x1, x2), фазовую диаграмму для пучка по-
лучают, откладывая в координатах x, x′  некоторые постоянные 
значения измеренного тока.  

 
Рис. 3.83. К процедуре нахождения эмиттанса методом двух щелей 
 
При прохождении пучка через установку, для того чтобы обес-

печить его минимальные потери, эмиттанс пучка должен быть со-
гласован с аксептансом, который накладывает ограничения на 
прохождение пучка через те или иные элементы структур в тракте 
пучка установки. 

Такое ограничение проще всего рассмотреть на примере щели 
конечной ширины δ и толщины l (рис. 3.83). При максимальном 
угле расходимости в пучке, равном mx′ , на фазовой плоскости x, x′  
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через щель с полным аксептансом δ2 ⋅ l не пройдут частицы, соот-
ветствующие заштрихованным участкам на рис. 3.84, суммарной 
площадью, как легко сосчитать, равной 2( )mx l′ ⋅ .  

 

 
Рис. 3.84. Прохождение пучка с максимальным значением относительной 

поперечной скорости mx′  через щель шириной δ и толщиной l 
 
3. Угол расходимости извлекаемого из источника пучка. Угол 

определяется как полуширина полного угла, соответствующего 
приращению характерного поперечного размера на некоторой дли-
не 

arctg x
z⊥

Δϑ =
Δ

. 

Извлечение ионов из плазмы (рис. 3.85) при приложении к ней 
положительного относительно вытягивающего электрода потен-
циала U определяется плотностью тока, поступающего на границу 
плазмы (ионный ток насыщения) и который для плоского зонда 
равен: 

20,4 e
i

i

Tj en
M

+ = ⋅ . 

Тогда толщина двойного слоя объемного заряда d в плоской 
геометрии может быть найдена из закона Чайлда – Ленгмюра (3.19): 

 
3/2
0
2

2 20,4
9

e
i

i i

T Ueen
M M d

=
π

. (3.58) 

В реальной геометрии экстракции эмиссия происходит из щелей 
или отверстий. В этом случае при постоянной вытягивающей раз-
ности потенциалов граница плазмы может принимать выпуклую 
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или вогнутую форму, в зависимости от плотности плазмы. Таким 
образом, эффективное значение d может быть как меньше, так и 
больше межэлектродного расстояния. 

 
Рис. 3.85. Изменение расходимости 
извлекаемого из ионного источника 
ионного пучка при постоянном вытя-
гивающем потенциале по мере повы-
шения концентрации плазмы: а – низ-
кая концентрация плазмы – электри-
ческое поле «провисает» в отверстие 
эмиттера; б – концентрация плазмы, 
соответствующая выполнению соот-
ношения (3.58), в котором толщина 
двойного слоя объемного заряда рав-
на межэлектродному промежутку; в –
 повышенная концентрация плазмы, 
приводящая к уменьшению эффек-
тивной толщины двойного слоя, и 
выпуклая граница плазмы, создающая 
сильно расходящийся пучок 

 
Таким образом, если при 

заданном ускоряющем про-
межутке и приложенном к 
ограничивающему плазму 
электроду потенциале изме-
нять концентрацию плазмы, 
то по мере ее увеличения 
будем переходить от вогну-
той границы плазмы к пло-
ской, а затем – к выпуклой. 
Ускоряющий электрод пред-
ставляет собой диафрагму 
(отверстие), а значит, также 
является линзой. Для редких 
пучков можно поставить на 
отверстие сетку для сниже-
ния расфокусирующей роли 
диафрагмы. Для плотных 

Рис. 3.86. Извлечение пучка при ме-
жэлектродном расстоянии много 
большем размеров эмитирующего
отверстия апертурой a (а) и много 
меньше эмитирующего отверстия (б) 
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пучков приходится использовать фокусирующий электрод после 
вытягивания.  

Если будем удалять или приближать вытягивающий электрод к 
границе плазмы с постоянной плотностью, то либо получим длину 
ускоряющего промежутка большую, чем в (3.58) с вогнутой грани-
цей плазмы, либо при малой ее концентрации эквипотенциали на 
ускоряющем электроде образуют расфокусирующую оптическую 
систему (рис. 3.86, б). При этом надо еще обеспечить необходимую 
электрическую прочность промежутка.  

В приведенных рассуждениях о влиянии границы плазмы на 
расходимость пучка не рассматривалось существование вторичной 
плазмы пучка. Как было показано ранее, мощные стационарные 
пучки могут быть только скомпенсированными. Поэтому для соз-
дания интенсивных ионных пучков необходимо «запереть» элек-
троны пучка отрицательным относительно земли потенциалом, не 
допустив их попадание в источник, или, как говорят, создать 
«крест потенциала» (рис. 3.87, а). Без этого электроны должны бу-
дут ускоряться к положительному потенциалу ионного эмиттера, 
существенно нагружая источник питания и приводя к выделению в 
источнике огромной паразитной мощности. С точки зрения ионно-
оптических свойств явным преимуществом обладают трехэлек-
тродные ионно-оптические системы, последний замедляющий 
электрод в которых находится под потенциалом земли (рис. 3.87, б).  

Это связано с тем, что в первом случае нескомпенсированный 
положительный потенциал в плазме пучка будет иметь большее 
значение в центре, чем на периферии, выгибая невыгодным для 
фокусировки пучка образом эквипотенциали и приводя к его дефо-
кусировке. Во втором случае с третьим заземленным электродом 
фокусировка пучка обеспечивается. 

Из сказанного о поведении границы плазмы и ее влияния на 
расходимость пучка следует, что расходимость пучка при постоян-
ном межэлектродном промежутке и ускоряющем потенциале явля-
ется V-образной функцией от концентрации плазмы. Действитель-
но, измерения расходимости пучка от плотности тока в разряде ис-
точника с трехэлектродной ионно-оптической системой показали, 
что при заданных d и U значение угла расходимости θ⊥  имеет рез-
кий минимум при определенной плотности разрядного тока в раз-
рядной камере источника (концентрации плазмы), рис. 3.88. 
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Рис. 3.87. Траектории ионов и эквипотенциали в ускоряющей-
замедляющей ионно-оптической системе ионного источника с потенциа-
лом относительно земли 5 кВ без специального замедляющего электрода 
(а) и с ним (б) 

 
Рис. 3.88. Расходимость пучка ионов водорода, извлекаемого из плазмен-
ного источника ионов от тока разряда при разном ускоряющем потенциа-
ле при постоянном значении ускоряющего промежутка 4 мм 
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Уменьшение межэлектродного расстояния приводит к тому, что 
кривые сдвигаются в область больших токов. Причем, извлекаемый 
из источника ионный ток демонстрирует ту же зависимость, а зна-
чения плотности тока пучка, соответствующие минимуму угловой 
расходимости, подчиняются зависимости  

 
3/2

0 2
Uj K
d

= .   (3.59) 

Таким образом, данные эксперимента подтверждают приведен- 
ную картину, при которой минимальный угол расходимости соот-
ветствует плоской границе плазмы, для которой и справедлив закон 
Чайлда – Ленгмюра (3.19).  

Для источников ионов водорода, в которых наряду с одноатом-
ными ионами содержатся ионы 2H+  и 3H+  в диапазоне U от 10 до 
50 кВ, K ≈ 4 ⋅ 10–8 А/В3/2 (если длина промежутка выражена в см, а 
плотность тока в А/см2). 

Расходимость пучка с трехэлектродной ионно-оптической сис-
темой (ИОС) (рис. 3.89) может быть аппроксимирована следующи-
ми выражениями: 

 

1

0

2 0,7j
d j

+

⊥
δθ ≈ −  

для щелевого источника и 

1

0
0,7r j

d j

+

⊥θ ≈ −  

для источника с радиусом эмиссионного отверстия r1. 
Из (3.59) следует, что для получения максимальной плотности 

тока необходимо уменьшать ускоряющий промежуток. Однако при 
его уменьшении возникают пробои. Данные экспериментов пока-
зывают, что напряжение пробоя аппроксимируется зависимостью  

пр 1прU Ad α≈ . 
Постоянные А (60 – 80, если U выражено в кВ, а d в см) и α 

(0,6 – 0,8) зависят от многих параметров, таких, как реальная гео-
метрия электродов, используемый материал, степень шероховато-
сти поверхности. В реальных условиях наличия потоков заряжен-
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ных частиц и сопутствующего нейтрального газа пробивное на-
пряжение оказывается значительно меньше, чем в чисто вакуумном 
случае (где при соответствующей обработке оно доходит до 90 
кВ/мм). Эксперименты с трехэлектродной ИОС (см. рис. 3.89), вы-
полненные в Курчатовском институте, показали, что пробойное 
напряжение хорошо соответствует зависимости: 

 0,8
пр 1[кВ] 80 [см]U d≈ .   (3.60) 

Таким образом, с уменьшением межэлектродного расстояния, с 
одной стороны, растет извлекаемый ток, а с другой стороны, падает 
напряжение, при котором происходит пробой. Можно показать, что 
комбинация этих двух противоположных тенденций приводит к 
тому, что максимальная плотность извлекаемого из ионного источ-
ника тока является функцией с максимумом. 

Для этого надо уточнить, что в экспериментально полученном 
выражении для плотности тока, соответствующего минимуму угла 
расходимости пучка (3.60) в качестве величины межэлектродного 
промежутка брали значение (см. рис. 3.89) 

 

1 1 2d t d= + + δ . 

 

 
 

Рис. 3.89. Геометрия осесим-
метричной трехэлектродной 
ИОС (а), распределение по-
тенциала и его производной 
вдоль оси системы (б) 
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Рис. 3.90 Зависимость предель-
ной плотности фокусируемого 
тока ионов водорода, соответст-
вующей минималному углу рас-
ходимости пучка, от ускоряюще-
го напряжения 
 

 

Рис. 3.91. Четырехэлектродная 
ИОС 

Для оптимизированной в ре-
зультате длительных экспери-
ментов ИОС справедливы сле-
дующие соотношения: δ2  ≈ 0,3d, 
t1  ≈ 0,1 см. Откуда получаем d ≈ 
≈ 1,43 (0,1 + d1). Подстановка это-
го выражения и зависимости 
d1 (U) из (3.60) и приводит к кри-
вой с максимумом (рис. 3.90). Из 
рис. 3.90 следует, что для полу-
чения максимальной плотности 
фокусируемого тока необходимы 
не максимальные, а умеренные 
напряжения в 20 – 30 кВ. 

Потому для получения интен-
сивных пучков более высокой 
энергии применяют четырех-
электродную ИОС, в которой 
первая ступень служит для из-
влечения и формирования пучка 
высокой интенсивности, вторая – 
для его ускорения, а третья – за-
медляющая – для фокусировки 
(рис. 3.91).  

Ограничение на плотность из-
влекаемого тока также предопре-
деляет путь создания сильноточ-
ных ионных источников. Боль-
ший ток можно получить, лишь 
увеличивая эмиссионную поверх-
ность плазмы. Пример такого 
увеличения в одноапертурном 
источнике показан на рис. 3.92. 
Однако лучший источник подоб-
ного типа позволил сформи-
ровать пучок общей интенсив-
ностью не более 1,5 A.  
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Для создания многоамперных ис-
точников с высокой энергией ионов 
(что, например, необходимо для ин-
жекторов быстрых нейтральных 
атомов в термоядерных установках) 
эмиссионную поверхность прихо-
дится увеличивать путем создания 
многоапертурных источников (мно-
гощелевых или с множеством эмис-
сионных отверстий). Ионно-
оптические системы таких источни-
ков достаточно сложны, так как должны формировать и фокусиро-
вать с большой точностью множество пучков. 

 
3.9.2. Конкретные типы плазменных источников ионов 

для создания интенсивных стационарных пучков 
 
Существует большое множество разнообразных конструкций 

ионных пушек (ионных источников). В них используются различ-
ные способы создания ионов, например, термоионная эмиссия,    
ионизация газа или паров вещества электронным ударом. Наиболее 
эффективными источниками ионов являются плазменные, в кото-
рых создается газоразрядная плазма, а ионы вытягиваются элек-
трическим полем с ее границы.  

 
Дуоплазматрон 

 

Этот тип источника весьма распространен, так как по сравне-
нию с другими обладает несомненными преимуществами. Важ-
нейшими из них является самая высокая их всех плазменных ис-
точников газовая эффективность, доходящая до 95 %, и плотность 
извлекаемого пучка (до 100 А/см2). Дуоплазматрон явился развити-
ем предложенного фон Арденне источника типа уноплазматрон 
(рис. 3.93, а). Основной конструктивной идеей этого типа источни-
ка явился промежуточный анод конической формы. Этот конус 
обеспечивает контрагирование (сжатие) плазмы по направлению к 
эмиссионному отверстию за счет образования плазменного «пузы-
ря», на границе которого существует двойной слой, в котором 

Рис. 3. 92. Применение экс-
пандера плазмы для увеличе-
ния полного извлекаемого 
тока из источника типа дуо-
плазматрон (см. далее) 
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электроны дополнительно ускоряются (рис. 3.93, б) и повышают 
плотность плазмы вблизи выходного отверстия из конуса. 

 

 
                            а                                                                   б 

Рис. 3.93. Уноплазматрон Арденне (а) и распределение потенциала 
в дуоплазматроне (б) 

 
Дуоплазматрон (рис. 3.94) отличается от уноплазматрона двой-

ным контрагированием плазмы. Второе контрагирование осущест-
вляется за счет приложения магнитного поля между промежуточ-
ным анодом. Магнитное поле дополнительно сжимает плазменный 
поток, максимально повышая плотность плазмы. 

Для реализации двойного контрагирования магнитное поле спе-
циальной катушки или постоянных магнитов концентрируют в за-
зоре между промежуточным анодом и анодом за счет изготовления 
их из ферромагнитного материала. При этом промежуточный анод 
и анод изолируются между собой с помощью диэлектрических 
вставок небольшой толщины. Эти вставки лишь незначительно ос-
лабляют магнитное поле в основном зазоре, но позволяют регули-
ровать потенциалы промежуточного анода и анода независимо. 
При запуске источника сначала зажигают разряд между катодом и 
промежуточным анодом, а затем подают положительное напряже-
ние на основной анод. При этом потенциал промежуточного анода 
и, соответственно, ток на него можно существенно снизить. 

Если в максимуме напряженности магнитного поля вставить ог-
раничительную диафрагму, то можно снизить поток сопутствую-
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щего нейтрального газа. Именно с применением такой диафрагмы 
дуоплазматрон приобретает высокую газовую эффективность. 

Так как разряд с накаливаемым катодом горит при пониженном 
напряжении, то температура плазмы и, соответственно, энергети-
ческий разброс ионов по энергиям довольно малы. Это способству-
ет формированию пучков с малым эмиттансом и получению на 
мишени после масс-сепарации или прохождения элементов фоку-
сирующих систем высокой плотности сфокусированного ионного 
тока.  

 
                    а                                                                 б 
Рис. 3.94. Принципиальная схема дуоплазматрона и его питания (а): UF –
блок питания накала катода; UT – питание разряда промежуточного анода; 
UA – питание разряда анода; UM – питание катушки электромагнита; U0 – 
высоковольтный выпрямитель питания ускоряющего напряжения, и кар-
тина распределения магнитного поля между промежуточным анодом и 
анодом (б) 

 
На рис. 3.95 показана конструкция разработанного на кафедре 

физики плазмы МИФИ дуоплазматрона для получения газообраз-
ных ионов с энергией до 10 кэВ с ИОС и узлом механической юс-
тировки. В конструкции вакуумной части и ИОС использованы 
только металлокерамические узлы, а уплотнения фланцев осущест-
вляются с помощью медных прокладок. Так как разрядная камера 
соединяется с вакуумной системой лишь через небольшое эмисси-
онное отверстие, то это позволяет прогревать источник с целью 
обезгаживания для обеспечения низкого уровня примесей в ионном 
пучке. 
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Рис. 3.95. Конструкция малогабаритного прогреваемого ионного источни-
ка типа дуоплазматрон с воздушным охлаждением: 1 – вольфрамовый 
катод косвенно накала; 2 – промежуточный анод; 3 – радиатор воздушно-
го охлаждения; 4 – соленоид магнитного поля; 5 – анод; 6 – токоподвод 
соленоида; 7 – разделительный высоковольтный изолятор; 8 – ИОС из 
двух цилиндрических линз; 9 – защитный изолирующий экран; 10 – силь-
фонный юстировочный узел 

 
Катод  источника –  вольфрамовый  прямонакальный, мощность  

его питания – 60 Вт. При использовании молибденовой вставки с   
отверстием  диаметром  0,65 мм  расход  газа  (гелия)  составил 
3 ⋅ 10–3 л ⋅ Тор/с. Камера промежуточного анода соединена с анодом 
через специально разработанный металлокерамический изолятор. 
Соленоид ионного источника намотан медным проводом ∅ 2 мм с 
теплостойкой изоляцией. Электрически от анода и камеры проме-
жуточного анода он отделен фторопластовыми вкладышами. При 
токе в соленоиде 5 А он обеспечивает индукцию поля в зазоре 
анод-промежуточный анод 0,3 Т. 

Система вытягивающих и фокусирующих линз состоит из ква-
зипирсовой линзы и двух цилиндрических линз. 

Юстировочный узел состоит из сильфона и трех регуляторов 
наклона, с помощью которых можно устанавливать ось ионного 
источника в пределах – 5° в двух взаимно перпендикулярных на-
правлениях. 
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Вольт-амперная характеристика разряда в источнике соответ-
ствует разрядам с накаливаемым катодом и определяется током 
эмиссии катода и напуском газа. Максимальный ток разряда до 
5 А. Наибольшая фокусируемая плотность тока зависит от исполь-
зуемого газа (Ar, Не, D2) и ускоряющего напряжения U0. (Пучок 
фокусируется в центр камеры при потенциале среднего электрода 
цилиндрической линзы, равном 0,7U0.) Например, для получения 
максимальной плотности тока 50 мкА/см2 ионов гелия с энергией 
3,0 кэВ в пределах окружности ∅ 5 мм в центре аналитической ка-
меры. Оптимальные параметры разряда источника и питания соле-
ноида составляют: Iр = 0,8 А, Uр = 200 В, IМ = 5 А при расходе газа 
2 ⋅ 10–3 л ⋅ Тор/с. Уровень примесей в пучке по данным масс-
спектрометрических измерений мал. В контрольном эксперименте 
источник непрерывно проработал 20 ч без перегрева и изменения 
параметров пучка. 

 
Источник Кауфмана 

 
Одним из весьма распространенных многоамперных ионных ис-

точников является источник Кауфмана, в котором плазма с боль-
шим объемом и эмиссионной поверхностью создается в разряде с 
накаливаемым катодом и осциллирующими электронами 
(рис. 3.96). В таком источнике впервые была применена много-
апертурная ИОС. 

 
Рис. 3.96. Плазменный источник ионов с осциллирующими  

электронами кауфмановского типа 
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Газовая эффективность такого источника невысока, поэтому 
наиболее часто его используют при работе с тяжелыми газами: ар-
гоном или ксеноном при ионной обработке материалов или с иона-
ми цезия или ртути при использовании в качестве ионного движи-
теля для космических аппаратов. Замена катушки электромагнита 
на постоянные магниты в таком источнике изменяет конфигурацию 
магнитного поля и повышает газовую эффективность. 

 

Источники ионов для инжекторов термоядерных установок 
 
Для нагрева плазмы в магнитных ловушках до термоядерных 

температур необходимы мегаваттные пучки нейтральных атомов, 
которые, свободно проникая через магнитное поле и перезаряжаясь 
в плазме, отдают свою энергию ионам плазмы. Легко подсчитать 
необходимую мощность инжектируемых пучков атомов при из-
вестном объеме плазмы и ее концентрации для того, чтобы увели-
чить ее энергосодержание. Например, для установки масштаба экс-
периментального термоядерного реактора ИТЭР с объемом плазмы 
~ 850 м3 при концентрации 1020 м–3 увеличение температуры на 
10 кэВ за 1 с за счет инжекции быстрых нейтралов потребует вве-
дения 80 МВт мощности. Энергия инжектируемых нейтралов 
должна быть достаточна для того, чтобы пучок выделил свою энер-
гию в центральной части плазменного шнура. Для современных 
термоядерных установок типа токамак с радиусом плазменного 
шнура менее метра и концентрацией плазмы в 2 – 3 раза меньшей, 
чем в ИТЭР, достаточно 80 – 120 кэВ, а для ИТЭР уже необходимо 
0,5 – 1,0 МэВ. Таким образом, при энергии инжекции в ИТЭР 
1,0 МэВ ток должен составлять 80 экв.А, на современных токама-
ках мощность инжекции составляет десятки мегаватт, что при 
энергии порядка сотни килоэлектрон-вольт также требует токов в 
сотни ампер.  

Первые сильноточные источники для инжекторов использовали 
идею дуоплазматрона с его повышенной газовой эффективностью. 
Дуопигатрон был похож на дуоплазматрон с тем отличием, что 
плазма свободно вытекала в расширительную камеру большого 
диаметра, где осциллирующие в магнитном поле электроны под-
держивали высокую ионизацию. В периплазматроне (рис. 3.97), в 
конструкции которого отчетливы видны идеи  дуоплазматрона  или 
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Рис. 3.97. Сильноточный ионный источник – периплазматрон 
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аксиально развернутого 
дуопигатрона, вместо про-
межуточного анода ко-
нической формы исполь-
зовалась кольцевая камера 
с сужением, а извлекаемая 
из промежуточного анода 
плазма попадала в общий 
объем, уже откуда пучок 
извлекался многоапертур-
ной ИОС. Катод состоял 
из 12 – 18 вольфрамовых 
нитей накала толщиной 
1 мм, общей эмиссионной 
площадью 70 см2, одного 
ампера. В прямоугольном 
варианте ИОС размером 
40 × 16 см полный извле-
каемый ток составлял 
около 100 А (96 А) при 
газовой эффективности 
60 %. Однако энергетиче-
ская цена извлечения 1 А 
оказалась довольно высо-
кой 700 – 1000 Вт. 

Одним из наиболее 
простых и удобных в 
компоновке оказался ис-
точник с периферийным 
магнитным полем 
(рис. 3.98). 

В современных термо-
ядерных установках для 
создания таких больших 
токов используются ин-
жекторы с образованием 
нейтралов путем пере-
зарядки положительных 

 
Рис. 3.98. Ионной источник с перифе-
рийным магнитным полем: 1 – самарий-
кобальтовые магниты; 2 – изолятор; 3 –
многоапретурный эмиссионный элек-
трод; 4 – трубки водяного охлаждения;
5 – магнитные силовые линии у поверх-
ности разрядной камеры; 6 – ввод газа;
7 – полюса постоянных магнитов; 8 –
катоды  
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ионов на нейтральном газе. Схема такого инжектора приведена на 
рис. 3.99. Перезарядка сформированных и ускоренных в ИОС      
ионов происходит на нейтральном газе, вытекающем из источника. 
В нейтрализаторе обеспечивается необходимая для установления 
равновесного распределения по зарядам в пучке эффективная 
«толщина» мишени ndl∫ > 2 ⋅ 1020 м–2. Мощные криопанели обес-
печивают необходимую скорость откачки этого газа таким обра-
зом, чтобы после нейтрализатора в атомопроводе давление ней-
трального газа упало до ~ 10–4 Па.  

 

 
Рис. 3.99. Схема инжектора мегаваттных пучков нейтральных атомов во-
дорода для термоядерных установок: 1 – ионные источники; 2 – камера 
перезарядки; 3 – магнитный экран; 4 – отклоняющиеся неперезарядив-
шиеся ионы; 4 – электромагнит; 5 – приемник ионов; 6 – монитор пучка; 
7 – атомопровод; 8 – вакуумная камера; 9 – криопанели для откачки газа 

 
Длина пробега нейтрального атома изотопа водорода в водород-

ной термоядерной плазме оценивается из соотношения 
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Рис. 3.100. Сечения перезарядки при
соударениях атомов и атомарных ионов 
протия с молекулами водорода 

0
20 3

[кэВ][м]
180  [10  м ] [а.е.м]

W
n M−λ = , 

где 0W  – энергия инжектируемого нейтрала; n – плотность плазмы. 
Поэтому для крупных термоядерных установок масштаба ИТЭР и 
ДЕМО, когда при концентрации плазмы не менее 1020 м–3 нейтралу 

приходится преодолевать 
несколько метров, энергия 
инжекции должна состав-
лять порядка 1 МэВ. Одна-
ко из-за резкого падения с 
энергией сечения захвата 
электрона протонами 
(рис. 3.100) использование 
для получения нейтралов 
пучков положительных ио-
нов оказывается крайне не-
эффективным.  

В то же время сечение 
потери электрона отрица-
тельным ионом водорода 
не так быстро уменьшается 
с энергией. Поэтому для 
получения пучков быстрых 
нейтральных атомов с 
энергиями выше 200 кэВ 

значительно выгоднее использовать процесс обдирки отрицатель-
ного иона водорода. Для чего были сначала использовали системы 
двойной перезарядки положительных ионов – сначала получали 
сильноточный пучок положительных ионов с энергией ~ 20 кэВ, 
потом перезаряжали ионы на специальных перезарядочных мише-
нях из паров щелочных или щелочно-земельных металлов, которые 
легко отдают в столкновениях внешний электрон, а затем образо-
вавшиеся отрицательные ионы ускоряли до нужной высокой энер-
гии и уже далее перезаряжали их в нейтральные атомы. Из-за 
большой разницы конечной энергии отрицательных ионов по срав-
нению с начальной энергией пучка положительных ионов такой 
инжектор обладал разумным КПД. Однако прямое получение из 
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источника отрицательных ионов с последующим преобразованием 
в нейтралы оказалось эффективнее.  

 
Мощные источники отрицательных ионов 

 
В первых источниках отрицательных ионов использовался эф-

фект повышенного образования отрицательной зарядовой фракции 
при соударении атомов ионов водорода с поверхностью с малой 
работой выхода (рис. 3.101, из которого видно, что отрицательная 
зарядовая фракция может превышать 40 %). Поэтому в конструк-
циях этих источников использовали близко расположенные к эмис-
сионному отверстию поверхности, а в разряд подпускали цезий. 
Такие источники назывались поверхностно-плазменными. Самые 
мощные источники такого типа были разработаны в ИЯФ СО РАН 
в Новосибирске.  

 
Рис. 3.101. Магнетронный источник отрицательных ионов: 1 – заполнен-
ный цезием сердечник катода; 2 – напуск водорода; 3 – анод; 4 – катод; 
5 – плазма низкой плотности; 6 – эмиссионный электрод; 7 – плотная 
плазма. Магнитное поле направлено перпендикулярно плоскости рисунка 

 
Именно благодаря наличию магнитного поля извлекаемые вме-

сте с отрицательными ионами электроны дрейфовали в ускори-
тельном промежутке, не нагружая ИОС источника. В таком источ-
нике была получена плотность тока отрицательных ионов до 
~ 4 А/см2. 

Однако и в объемных разрядах в водороде в некоторых реакци-
ях образуются отрицательные ионы. А именно, в образовании от-
рицательных ионов определяющую роль играют колебательно-
возбужденные молекулы водорода 



432 

*
2+ H ( )e ν  + H2(ν*) = H– + H. 

Современные источники отрицательных ионов с объемным ду-
говым или СВЧ-разрядом похожи на источники положительных 
ионов, извлекаемые их них стационарные токи уже превышают де-
сяток ампер. Но во всех используется слабое магнитное поле, кото-
рое замагничивает и уводит из пучка электроны, лишь слабо влияя 
на отрицательные ионы водорода. 

  
3.10. Получение пучков медленных ионов,  
рекуператоры энергии заряженных частиц 

 
Пучки медленных ионов необходимы не только для исследова-

ния проблем в пограничной области физики взаимодействия частиц 
с конденсированной средой, когда энергия атомных частиц срав-
нима с энергией связи атомов в решетке твердого тела, но и для 
«мягкого» воздействия на материалы и гетероструктуры, когда 
энергии падающих частиц недостаточно для создания радиацион-
ных дефектов при прямом кинетическом столкновении. При моде-
лировании взаимодействия термоядерной плазмы с обращенными к 
ней материалами проблема исследования эффектов воздействия на 
материалы ионов электрон-вольтных энергий связана с концепцией 
так называемого газового дивертора, в котором вблизи мишени, с 
которой должна взаимодействовать плазма, напускается газ. При 
этом энергия частиц потока плазмы за счет соударений ионов с хо-
лодными атомами или молекулами существенно уменьшается 
вплоть до полного прекращения ионного тока на мишень (режим 
отрыва плазмы от стенки). 

Однако проблема создания достаточно интенсивных пучков 
низких энергий сложна из-за трудностей извлечения ионов при 
низких энергиях, так как в соответствии с законом Чайлда – Лен-
гмюра (3.19) плотность извлекаемого тока уменьшается с убывани-
ем ускоряющего напряжения в степени 3/2. С другой стороны, 
медленные пучки заряженных частиц сильно расталкиваются из-за 
объемного заряда пучка (см. разд. 3.6.1). 

Поэтому основным способом создания достаточно интенсивных 
пучков медленных ионов является извлечение их при высоком ус-
коряющем  потенциале  с  последующим  торможением  перед  
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мишенью. Для этой цели используются различные способы тормо-
жения, частично рассмотренные в разд. 3.1.1. При понижении про-
дольной энергии пучка возрастает вклад перпендикулярной к на-
правлению распространения скорости частицы, в итоге угол накло-
на траектории к первоначальному направлению распространения 
пучка возрастает тем больше, чем выше степень торможения пучка. 
Как правило, для пучков с небольшим значением объемного заряда 
наилучшие системы торможения могут создать степень торможе-
ния до 0,95 без потери значительной доли пучка. Поэтому для по-
лучения, например, ионов с энергиями в единицы электрон-вольт 
можно использовать пучки, сформированные при энергии в сотни 
электрон-вольт.  

Наиболее просто реализуются системы, когда на мишень можно 
подавать тормозящий потенциал. В этом случае система торможе-
ния располагается непосредственно перед мишенью. Это позволяет 
увеличить полный приходящий на мишень ток за счет более полно-
го сбора ионов. В некоторых задачах желательно иметь мишень 
под потенциалом, близким к потенциалу земли. В этом случае кон-
струкция ионно-лучевой установки усложняется (рис. 3.102). Так 
как конечная энергия попадающих на мишень частиц определяется 
лишь разностью потенциалов между источником ионов и приемни-
ком, то на источник ионов необходимо подавать потенциал, соот-
ветствующий (деленному на заряд) значению энергии, с которой 
ион должен попасть на мишень. Достаточное для извлечения необ-
ходимых токов ионов напряжение обеспечивается за счет подачи 
на вытягивающий электрод и, соответственно, элементы ионного 
тракта высокого отрицательного потенциала (при работе с положи-
тельными ионами). В этом случае внутри вакуумной камеры ион-
но-лучевой установки устанавливают лайнер под высоким отрица-
тельным потенциалом, обеспечивающим движение ионов в эквипо-
тенциальном пространстве установки (см. рис. 3.102). 

Более высокая степень торможения при малом расхождении 
пучка при торможении обеспечивается при малом эмиттансе пучка. 
Такие пучки реализуются при низкой ионной температуре в плазме 
источника (дуоплазматроны, источники с ионизацией электронным 
ударом), обеспечивающей малое значение поперечных составляю-
щих в пучке вытягиваемых ионов.  
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Рис. 3.102. Устройство ионного сепаратора медленных ионов с внутрен-
ним лайнером под высоким отрицательным потенциалом: 1 – 3-линзовая 
ИОС; 2 – промежуточная вакуумная камера; 3 – сепаратор (сечение АА) 
со скрещенными Е и Н полями; 4 – внутренний лайнер под отрицатель-
ным потенциалом; 5 – система торможения, 6 – малогабаритный турбомо-
лекулярный насос; 7 – внутренний лайнер под отрицательным потенциа-
лом; 8 – ионный источник 
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Рис. 3.103. Система с коэффициентом тор-
можения 0,98: 1 – входная диафрагма; 2 –
первая тормозящая линза; 3 – вторая тормо-
зящая линза; 4 – диафрагма; 5 – мишень  

Для сходящегося пучка перспективной является система тормо-
жения с потенциалом, спадающим обратно пропорционально рас-
стоянию от точки фокуса. В этом случае можно создать систему, 
тормозящая сила в которой действует строго вдоль направления 
движения. В общем случае нахождение оптимальных конфигура-
ций замедляющих систем производят с помощью современных па-
кетов прикладных программ типа SIMION. 

Для более плотных 
пучков эффективной 
оказалась система 
торможения с обрат-
ной пирсовой опти-
кой, потенциалы на 
электродах которой 
были оптимизированы 
для получения наибо-
лее равномерного рас-
пределения плотности 
тока на мишени 
(рис. 3.103).  
 

 
Рис. 3.104. Распределение плотности тока по поверхности мишени (а)  

и углов падения на нее ионов (б) 
 

На рис. 3.104 показаны рассчитанные с помощью программы 
SIMION-7 распределения плотности тока на мишени (см. 
рис. 3.103, а) и углов падения ионов (см. рис. 3.103, б) для сходя-
щегося пучка. При расчете системы моделировалось торможение 
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пучка ионов +
3D  (90 нА) с начальной энергией 2,5 кэВ. Пучки тор-

мозились до энергии 50 эВ, что соответствует коэффициенту тор-
можения 0,98. Это практически предельный коэффициент тормо-
жения для системы с таким количеством электродов.  

Для сходящегося пучка потенциалы на электродах: «0» – на 
первом электроде (соединен с пролетным каналом); + 1900 В – на 
электроде 2; + 2100 В – на электроде 3; + 2450 В – на прогреваемом 
экране и мишени. 

Рис. 3.106 показывает, что при плотности тока порядка 
2,5 мкА/см2 в данной системе обеспечивается достаточно равно-
мерное распределение тока по поверхности и очень небольшой 
разброс по углам падения на мишень. Проблема создания пучков 
низкой энергии близка к проблеме рекуперации (прямого преобра-
зования) энергии потоков заряженных частиц. Для повышения эф-
фективности рекуперации также необходимо «посадить» заряжен-
ную частицу на находящуюся под тормозящим потенциалом по-
верхность с возможно меньшей кинетической энергией. Такая ре-
куперация повышает КПД мощных пучковых систем как в элек-
тронных генераторах мощного электромагнитного излучения, так и 
в инжекторах мощных пучков для термоядерных установок. Про-
блемы повышения эффективности преобразования кинетической 
энергии пучка в электрическую связаны не только с тем, что при 
торможении пучка с высоким эмиттансом он сильно расходится 
(соответственно, на тормозящий электрод частицы приходят под 
углом к поверхности, а в материале мишени выделяется не малая 
оставшаяся часть нормальной к поверхности составляющей энер-
гии частицы, а полная кинетическая энергия), но и с тем, что по-
павшие на коллектор ионы вызывают вторичную электронную 
эмиссию. Выбитые из тормозящего электрода электроны могут ус-
коряться в системе торможения, и уже преобразование их кинети-
ческой энергии в тепло на электродах понизит общий КПД рекупе-
ратора. На рис. 3.105. показан самый простой сеточный рекупера-
тор. При подаче на сетку отрицательного потенциала будут запи-
раться как вторичные электроны, присутствующие в пучке ионов, 
так и электроны вторичной ион-электронной эмиссии, выбитые из 
коллектора жалюзийного типа тормозящимися ионами пучка. Ра-
бочая область рекуператора представляет собой обращенный пло-
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Рис. 3.105. Электростатический  
рекуператор с сеткой 

 

Рис. 3.106. Трехэлектродный 
бессеточный рекуператор 

ский диод. В таком рекупера-
торе естественны проблемы с 
ограничением по плотности 
тормозящегося тока, так как 
при выполнении условия 
(3.19) образуется виртуальный 
анод. КПД такого рекуперато-
ра из-за конечной прозрачно-
сти сетки не превышает 0,6 – 
0,7. Проблему представляет 
также теплосъем с сетки.  

Бессеточный рекуператор 
показан на рис. 3.106. Форма 
электрода, на который по-
дается запирающий электроны 
потенциал ϕ2 , повторяет фор-
му огибающей нескомпенси-
рованного расходящегося пуч-
ка. КПД такого рекуператора 
для моноэнергетического пуч-
ка может быть близок к пре-
дельному, задаваемому выра-
жением 

0к
рек

0 0

W We
W W

− Δϕη = < ,  

где ΔW – разброс ионов в пуч-
ке по энергиям. 

Для прямого преобразова-
ния энергии немоноэнергети-
ческих пучков (например, как 
было показано, из источника ионов водорода извлекаются не толь-
ко атомарные, но и молекулярные ионы, которые при диссоциации 
на остаточном газе порождают ионы с энергией, равной половине 
начальной и равной одной трети от начальной) на кафедре физики 
плазмы МИФИ был разработан рекуператор в виде системы ско-
шенных диафрагм (рис. 3.107). 
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Рис. 3.107. Рекуператор со скошенными диафрагмами (а) 

и траектории ионов в ней (б) 
 
Этот рекуператор рассчитан на тонкий пучок в пренебрежении 

объемным зарядам. При равномерной подаче на электроды тормо-
зящей разности потенциалов в зазоре наряду с вектором силы, тор-
мозящей ионы, возникает перпендикулярное электрическое поле, 
отклоняющее ионы с соответствующей энергией на «нужный» 
электрод. Идея торможения такого пучка уже рассматривалась (см. 
рис. 3.5). В идеальном случае при условии tg β = 2 tg α (β – угол сре-
за по вершинам парабол, α – угол скоса диафрагм): 

2
рек

0
1 sinxW

W
η = − α . 

В реальной ситуации расходящегося пучка с учетом распреде-
ления плотности тока в нем КПД такой системы может быть очень 
высоким (для пучка с равномерной плотностью тока по сечению и 
углом расходимости пучка рек~ 4  ° η = 0,95). 

 
3.11. Плазменные источники электронов 

 
Плазменные источники электронов обладают рядом специфиче-

ских свойств, которые в некоторых случаях делают их применение 
более предпочтительным по сравнению с источниками с накали-
ваемыми катодами. Плазменные источники дают более высокую 
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плотность эмиссионного тока, они удобнее при работе в импульс-
ном режиме, могут работать при более высоком давлении газов, 
чем термокатоды, которые при высоком давлении быстро разру-
шаются ионной бомбардировкой за счет физического (или химиче-
ского) распыления. Кроме того, плазменные катоды позволяют по-
лучать пучки большего сечения.  

Наиболее широко в качестве плазменных катодов используются 
тлеющие разряды с полым катодом, пеннинговские разряды или 
разряды цилиндрического магнетронного типа, а также дуговые 
разряды.  

В отличие от положительных ионов, ускоряемых к стенке в 
двойном слое между плазмой и поверхностью эмиссионного элек-
трода, электроны в этом слое тормозятся. Даже если разность меж-
ду анодом и эмиссионным электродом равна нулю, электроны тор-
мозятся в этом слое. При подаче ускоряющего электроны напряже-
ния на коллектор и снижении тормозящего электроны барьера ток 
на коллектор возрстает, но это возможно только за счет уменьше-
ния электронного тока на элементы окружающего плазму анода. В 
с соответствии с соотношением Больцмана такое снижение тока 
возможно лишь за счет увеличения потенциала плазмы 

пл )exp[ ( ]a aI e∞ − ϕ − ϕ . Ускорение электронов при отборе их из 
плазмы возможно при выполнении соотношения 

э

э
1

а

SG
S S

≤
+

, 

где эS  – площадь эмиссионной поверхности; аS  – площадь по-
верхности всех электродов разряда, на которые могут уходить 
электроны; G – параметр, примерно равный отношению плотности 
специально не ускоряемой (хаотической) части тока электронов к 
плотности тока без отбора электронов из плазмы с целью формиро-
вания электронного пучка (G ≈ 2 – 20). Это условие следствие за-
кона сохранения заряда – из плазмы нельзя извлечь больше элек-
тронов, чем в ней рождается, т.е. в разряде при излечении электро-
нов происходит перераспределение токов вплоть до равенства из-
влекаемого тока току разряда (ионная составляющая не превышает 
нескольких процентов). Влияние извлечения электронов из плазмы 
помимо повышения ее потенциала сопровождается изменением 
плотности плазмы, тока разряда, появлению ВЧ-колебаний, неус-
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тойчивому горению разряда. Поэтому в реальных источниках 
плазмы эмиссию производят через отверстия, сравнимые по разме-
рам со слоем пространственного заряда у поверхности эмиссионно-
го электрода (рис. 3.108). В результате эмиссия электронов проис-
ходит как с открытой плазменной поверхности в центре эмиссион-
ного отверстия, так и на периферии через потенциальный барьер. 
Но так как эмиссия из плазмы без барьера много больше, то ток, 
эмитируемый  каждым  отверстием  в  соответствии  с  рис. 3.108, 
равен 

 2( ) .e iI j r l≈ π −  (3.61) 
 

 
Рис. 3.108. Извлечение электронов из плазмы через эмиссионное отвер-
стие с радиусом re: 1 – плазма; 2 – эмиссионный электрод; 3 – электрон-
ный пучок; 4 – ускоряющий электрод 

 
Толщина двойного слоя ,il d≡  как и в случае эмиссии ионов, 

может быть оценена из равенства плотности тока на зонд, опреде-
ляемой законом Бома j = 0,4 n (2kT/M)1/2 и законом Чайлда – Лен-
гмюра (3.19): 

 
3.4

пл
1/2 1/4

0,3( )
( )

а
il d

n ekT
ϕ − ϕ

≡ ≈ . (3.62) 

Использование сеток или небольших отверстий с размерами, 
меньшими ширины двойного слоя, приводит к так называемой 
«слоевой стабилизации» эмиссии. Действительно, случайное уве-
личение тока эмиссии приводит к возрастанию потенциала плазмы 
относительно анода и в соответствии с (3.62) к увеличению шири-
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Рис. 3.109. Схема электронного 
источника с плазменным  

эмиттером 
 

 
Рис. 3.110. Источник электронов  

с плазменным катодом

ны двойного слоя. Но в этом 
случае ток эмиссии согласно 
(3.61) должен уменьшиться. 

Управление эффективной 
площадью эмиссионной поверх-
ности и, соответственно, извле-
каемого тока можно осущест-
вить подачей на эмиссионный 
электрод отрицательного отно-
сительно анода смещения. 

На рис. 3.109 приведена схе-
ма источника, формирующего 
мощный электронный пучок для 
обработки материалов из дуго-
вого разряда с полым катодом, а 
на рис. 3.110 дан его внешний 
вид. 

 
3.12. Компенсация  
объемного заряда  
ионных пучков 

 
Различные способы компен-

сации объемного заряда ионного 
пучка приведены на рис. 3.111.  
Компенсация на газе. В пучке 

положительных ионов с концен-
трацией пn+  и скоростью частиц 

пv  в единицу времени образует-

ся п п
i

e a en n v n+ += σ  электронов, где 

an  – концентрация нейтральных 

атомов; i
eσ  – сечение ионизации 

атомов ионами пучка. Одновре-
менно с электронами в пучке 
образуются медленные положи-
тельные ионы с концентрацией 
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п п
i

i a in n v n+ += σ , где i
iσ  – суммарное сечение образования положи-

тельных ионов за счет ионизации ионным ударом и перезарядки.  
 

 
Рис. 3.111. Схематическое изображение способов компенсации объемного 
заряда ионных пучков: а и б – газовая компенсация пучков положитель-
ных и отрицательных ионов соответственно; в – образование синтезиро-
ванного ион-электронного пучка с помощью термоэлектронного эмитте-
ра; г – образование синтезированного пучка при прохождении электрон-
ного пучка через ионный источник; д – совмещение ионного и электрон-
ного пучков с помощью магнитного поля; е – образование ион-ионного 
пучка совмещением компонентов в магнитном поле 

 
Как ранее было показано, из-за наличия положительного объем-

ного заряда в пучке радиусом 0r  образуется потенциальная яма 

глубиной 2
п 0 ,en rΔϕ = π  которая выталкивает медленные ионы и, 

наоборот, аккумулирует электроны, от этого потенциал пучка по-
нижается, но так как накопление положительных ионов происходит 
и за счет перезарядки, при которой электроны не образуются, то 
скорость образования положительных ионов всегда больше скоро-
сти образования электронов.  

В пучке отрицательных ионов за счет накопления в отрицатель-
ной потенциальной яме положительных ионов возможна переком-
пенсация заряда пучка (рис. 3.112), что может привести к самофо-
кусировке такого пучка. 
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Рис. 3.112. Радиальные распределения потенциала в пучке положитель-
ных ионов до компенсации и после нее (а), а также в пучке отрицатель-
ных ионов при различных давлениях газа в ионопроводе (б): 1 – распреде-
ление потенциала в высоком вакууме; 2 – распределение потенциала при 
большом давлении; 3 – распределение потенциала при дальнейшем уве-
личении давления газа, когда произошло обращение знака потенциала 

 
В условиях высокого вакуума газовая компенсация невозможна, 

поэтому компенсацию можно осуществить иным способом, а 
именно: вносить извне заряды противоположного знака. Широко 
используется так называемый синтезированный пучок, состоящий 
из взаимопроникающих пучков ионов и электронов, движущихся в 
одном направлении. При равенстве концентраций и скоростей ком-
понент не только осуществляется компенсация объемного заряда, 
но и обеспечивается равенство нулю общего тока. Последнее необ-
ходимо, например, в том случае, когда испускаемый ионный пучок 
служит для создания реактивной тяги. Для того, чтобы движимое 
изолированное тело не заряжалось, оно, кроме ионов, должно в 
равном количестве испускать и электроны. В противном случае 
тело приобрело бы отрицательный потенциал и перестало испус-
кать ионы. 
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Такие синтезированные пучки можно создать с помощью нака-
ливаемых эмиттеров электронов, расположенных на пути ионного 
пучка (см. рис. 3.111, в). Другой способ получения — пропускание 
сформированного и ускоренного электронного пучка через источ-
ник ионов (см. рис. 3.111, г), или совмещение ускоренного элек-
тронного пучка с ионным при помощи магнитного поля (см. 
рис. 3.111, д). 

Транспортировке ионного пучка можно способствовать, совме-
щая его с электронным пучком с равной концентрацией объемного 
заряда, но с большим током. Собственное магнитное поле ском-
пенсированного электронного пучка вызывает его самосжатие, а 
взаимосвязь объемных зарядов разного знака обусловливает стяги-
вание также и пучка положительных ионов. 

Если внутри металлического ионопровода пролетает единичный 
короткий сгусток положительных ионов, он образует на своем пути 
электроны и медленные положительные ионы. Движущаяся потен-
циальная яма, образуемая пролетающим сгустком, может захваты-
вать электроны, компенсирующие объемный заряд сгустка, и тогда 
потенциал последнего понижается. Газовая компенсация сгустков 
положительных ионов облегчается, когда они следуют один за дру-
гим с достаточной частотой, и созданы условия для накопления в 
ионопроводе медленных ионов и электронов. Благоприятное дей-
ствие ионов состоит в том, что они сами медленно уходят на стен-
ки и своим объемным зарядом удерживают электроны до прихода 
захватывающего их очередного сгустка быстрых ионов. Компенса-
цию сгустков положительных ионов можно улучшить, располагая 
на их пути эмиттеры электронов.  

В плазме пучка под его действием может происходить возбуж-
дение электронных колебаний, которые потом "подпитываются" 
пучком. Амплитуда электронных колебаний ограничена следую-
щим эффектом. Движущаяся со скоростью, близкой к скорости 
ионного пучка пv , волна, когда ее амплитуда достигает 

2
max п /2e Mvϕ = , "сгребает" и захватывает с собой холодные ком-

пенсирующие электроны. Этот процесс идет с потерей энергии 
волны и ограничивает ее амплитуду. Если кулоновские столкнове-
ния ионных и электронных пучков приводят к выбросу последних 
преимущественно в радиальном направлении, то при возбуждении 
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коллективных колебаний электроны ускоряются преимущественно 
в направлении распространения пучка. Наряду с раскачкой элек-
тронных колебаний в пучках наблюдаются также ионные ленгмю-
ровские колебания с характерной для них частотой. Для раскачки 
ионно-звуковых волн требуется резонансный пучок со скоростью, 
равной фазовой скорости этих волн. Поэтому медленный ионный 
пучок со скоростью ионного звука возбуждает в плазме продоль-
ные низкочастотные колебания. 

Переменные электрические поля возбуждаемых колебаний при-
водят к разбросу поперечных скоростей ионов. Возбуждение элек-
тронных колебаний приводит также к нагреву электронного газа, 
способствующему декомпенсации ионного пучка, т.е. увеличению 
напряженности электрического поля. 

 
3.13. Формирование импульсных пучков 

заряженных частиц 
 

Импульсные сильноточные ускорители электронов характери-
зуются формированием за короткие времена масштаба от микро- до 
пикосекунд токов в единицы мегаампер и при напряжениях до де-
сятков мегавольт. Как правило, это – диодные системы, в которых 
электроны ускоряются до максимальных энергий при однократном 
прохождении приложенной разности потенциалов. При импульс-
ной подаче напряжения за счет конечных времен развития пробоя и 
генерации вторичной плазмы возможно создание электрических 
полей на порядок больших, чем в стационарном случае. Источни-
ком электронов является взрывная эмиссия микроострий поверхно-
сти катода за счет их джоулева разогрева до образования плазмы. 
При этом плотности токов оказываются намного большими, чем 
возможно в стационарном случае. При энергии электронов более 
0,5 МэВ говорят о релятивистских электронных пучках (РЭП).  

В релятивистском случае решение уравнения Пуассона для 
плоского диода приводит к следующему выражению для закона 
Чайлда – Ленгмюра (3.19) 
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⎡ ⎤
⋅ ⎢ ⎥= ≈ ⎢ ⎥π +⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ , (3.61) 

где U – безразмерный потенциал, выраженный в долях релятивист-
ской энергии покоя электрона 2/ .eu e m c= ϕ  Строго говоря, эллип-
тический интеграл в (3.61) не соответствует «закону 3/2». В 
ультрарелятивиcтском случае плотность тока линейно зависит от 
ускоряющего (безразмерного) потенциала UA: 

 
4

2
ЧЛ 2

1,7 10[А/м ]
2

р AUj
d

⋅≈
π

. 

При наличии в диоде биполярного потока (электронов и ионов) 
за счет частичной компенсации объемного заряда значение плотно-
сти тока увеличивается для нерелятивистского случая в 1,86 раза. В 
релятивистском случае плотность тока ионов в биполярном режиме 
связана с плотностью электронного тока выражением: 

1
2

i e
i e

i

Z m Uj j
M

= ⋅ + . 
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Приложение 1 
 

ДАННЫЕ ПО РАБОТЕ ВЫХОДА ПОВЕРХНОСТЕЙ ЧИСТЫХ   
МАТЕРИАЛОВ И МАТЕРИАЛОВ С ПОКРЫТИЯМИ 

 
Таблица П.1.1 
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Таблица П.1.2 
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Таблица П.1.3 
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